
1. (a)
d𝑦
d𝑥

����
(1, 5)

=

(
2 · 1 − 1

1

)3
= 1 1A

切線方程為

𝑦 − 5 = 1(𝑥 − 1)
𝑥 − 𝑦 + 4 = 0 1A

(b) (i)
(
2𝑥 − 1

𝑥

)3
= (2𝑥)3 − 3(2𝑥)2

(
1
𝑥

)
+ 3(2𝑥)

(
1
𝑥

)2
−
(
1
𝑥

)3
1M

= 8𝑥3 − 12𝑥 + 6
𝑥
− 1
𝑥3 1A

(ii) 𝑦 =
∫ (

2𝑥 − 1
𝑥

)3
d𝑥

=
∫ (

8𝑥3 − 12𝑥 + 6
𝑥
− 1
𝑥3

)
d𝑥

= 2𝑥4 − 6𝑥2 + 6 ln |𝑥 | + 1
2𝑥2 + 𝐶 1M

由於 𝑃 (1, 5)在 𝑆，可得 𝐶 =
17
2
。 1M

𝑆的方程為 𝑦 = 2𝑥4 − 6𝑥2 + 6 ln 𝑥 + 1
2𝑥2 + 17

2
for 𝑥 > 0。 1A

2. (a) 𝑦 =
∫

(𝑒𝑥 − 1) d𝑥 = 𝑒𝑥 − 𝑥 + 𝐶 1A

代 (1, 𝑒)，可得 𝐶 = 1。 1M
因此，𝑦 = 𝑒𝑥 − 𝑥 + 1。 1A

(b) 當 𝑥 = 0，
d𝑦
d𝑥

= 0。 1M

所求方程為 𝑦 = 2。 1A
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3. (a)
∫

𝑥2 ln 𝑥 d𝑥 =
𝑥3

3
ln 𝑥 − 1

3

∫
𝑥3

(
1
𝑥

)
d𝑥 1M

=
1
3
𝑥3 ln 𝑥 − 1

3

∫
𝑥2 d𝑥 1A

=
1
3
𝑥3 ln 𝑥 − 1

9
𝑥3 +常數 1A

(b) 𝑦 =
∫

9𝑥2 ln 𝑥 d𝑥 1M

= 9
(
1
3
𝑥3 ln 𝑥 − 1

9
𝑥3
)
+ 𝐶 1M

= 3𝑥3 ln 𝑥 − 𝑥3 + 𝐶

代 (1, 4)，可得 𝐶 = 5。 1M
𝛤 的方程為 𝑦 = 3𝑥3 ln 𝑥 − 𝑥3 + 5。 1A

4. (a) 設 𝑢 = 1 + 𝑥2。則 d𝑢 = 2𝑥 d𝑥。 1M∫
𝑥3
√

1 + 𝑥2 d𝑥 =
1
2

∫
(𝑢 − 1)

√
𝑢 d𝑢 1M

=
1
2

∫
(𝑢 3

2 − 𝑢
1
2 ) d𝑢

=
𝑢

5
2

5
− 𝑢

3
2

3
+常數

=
(1 + 𝑥2) 5

2

5
− (1 + 𝑥2) 3

2

3
+常數 1A

(b) 𝑦 =
∫

15𝑥3
√

1 + 𝑥2 d𝑥 1M

= 3(1 + 𝑥2) 5
2 − 5(1 + 𝑥2) 3

2 + 𝐶 1M
代 (0, 2)，可得 𝐶 = 4。 1M
𝛤 的方程為 𝑦 = 3(1 + 𝑥2) 5

2 − 5(1 + 𝑥2) 3
2 + 4。 1A
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5. (a) 設 𝑥 + 1 = 2 tan 𝜃。則 d𝑥 = 2 sec2 𝜃 d𝜃。∫
1

𝑥2 + 2𝑥 + 5
d𝑥 =

∫
1

(𝑥 + 1)2 + 4
d𝑥

=
∫

2 sec2 𝜃

(2 tan 𝜃)2 + 4
d𝜃 1M+1A

=
1
2

∫
d𝜃

=
1
2
𝜃 +常數

=
1
2

tan−1
(
𝑥 + 1

2

)
+常數 1A

(b) 𝑦 =
∫

2𝑥 + 1
𝑥2 + 2𝑥 + 5

d𝑥

=
∫

2𝑥 + 2
𝑥2 + 2𝑥 + 5

d𝑥 −
∫

1
𝑥2 + 2𝑥 + 5

d𝑥

=
∫

d(𝑥2 + 2𝑥 + 5)
𝑥2 + 2𝑥 + 5

−
∫

1
𝑥2 + 2𝑥 + 5

d𝑥 1M

= ln |𝑥2 + 2𝑥 + 5| − 1
2

tan−1
(
𝑥 + 1

2

)
+ 𝐶 其中 𝐶 為一常數

ln 2 = ln | (−3)2 + 2(−3) + 5| − 1
2

tan−1 −3 + 1
2

+ 𝐶 1M

𝐶 = −𝜋

8
− 2 ln 2 1A

當 𝑥 = −1時，

𝑦 = ln |1 − 2 + 5| − 1
2

tan−1 0 − 𝜋

8
− 2 ln 2

= −𝜋

8

𝐺 通過點
(
−1,

−𝜋
8

)
。 1A
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6. (a) 在 𝑃的切線斜率 = 𝑓 ′(𝑒3) = 1
𝑒3 ln

(
𝑒3
)2

= 6𝑒−3 1M
所求方程為

𝑦 − 7 = 6𝑒−3(𝑥 − 𝑒3)
0 = 6𝑒−3𝑥 − 𝑦 + 1 1A

(b) 𝑦 =
∫

2
𝑥

ln 𝑥 d𝑥

設 𝑢 = ln 𝑥。d𝑢 =
1
𝑥

d𝑥。

𝑦 = 2
∫

𝑢 d𝑢 1M

= 𝑢2 + 𝐶

= (ln 𝑥)2 + 𝐶

代
(
𝑒3, 7

)
，可得 𝐶 = −2。 1M

𝛤 的方程為 𝑦 = (ln 𝑥)2 − 2。 1A

(c) 𝑓 ′′(𝑥) = 2
𝑥2 − 2

𝑥2 ln 𝑥 1A
當 𝑓 ′′ (𝑥) = 0，

2
𝑥2 (1 − ln 𝑥) = 0

𝑥 = 𝑒

𝑥 0 < 𝑥 < 𝑒 𝑥 > 𝑒

𝑓 ′′(𝑥) + −
1M

當 𝑥 = 𝑒，𝑦 = (ln 𝑒)2 − 2 = −1。
拐點為 (𝑒, −1)。 1A
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7. (a) 對 𝑥 > 0，

ℎ′(𝑥) = 1
𝑥

[
2
(
𝑥 − 7

4

)2
+ 15

8

]
1M

=
2
𝑥

(
𝑥 − 7

4

)2
+ 15

8𝑥

≥ 15
8𝑥

> 0

因此，ℎ(𝑥)為遞增函數。 1A

(b) (i) ℎ(𝑥) =
∫

(2𝑥 − 7 + 8𝑥−1) d𝑥 1M

= 𝑥2 − 7𝑥 + 8 ln |𝑥 | +常數
當 𝑥 = 1，12 − 7(1) + 8 ln 1 + 𝐶 = 3，可得 𝐶 = 9。 1M
𝐻 的方程為 𝑦 = 𝑥2 − 7𝑥 + 8 ln 𝑥 − 9。 1A

(ii) ℎ′′ (𝑥) = 2 − 8𝑥−2 1M
當 ℎ′′(𝑥) = 0，

2 =
8
𝑥2

𝑥 = 2 或 − 2（捨去）

𝑥 0 < 𝑥 < 2 𝑥 > 2

ℎ′′(𝑥) − +
1M

當 𝑥 = 2，𝑦 = 22 − 7(2) + 8 ln 2 − 9 = 8 ln 2 − 1
𝐻 的拐點為 (2, 8 ln 2 − 1)。 1A
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8. (a) 設 𝑥 = 2 sin 𝜃。則 d𝑥 = 2 cos 𝜃 d𝜃。 1M

𝑦 =
∫

𝑘 − 3𝑥
√

4 − 𝑥2
d𝑥

=
∫

𝑘 − 6 sin 𝜃√
4 − sin2 𝜃

· 2 cos 𝜃 d𝜃 1M

=
∫

(𝑘 − 6 sin 𝜃) d𝜃

= 𝑘𝜃 + 6 cos 𝜃 + 𝐶

= 𝑘 sin−1 𝑥

2
+ 3

√
4 − 𝑥2 + 𝐶 其中 𝐶 為一常數。

𝛤 通過原點。

0 = 0 + 3
√

4 + 𝐶

𝐶 = −6

所求方程為 𝑦 = 𝑘 sin−1 𝑥

2
+ 3

√
4 − 𝑥2 − 6。 1A

(b) (i)
d𝑦
d𝑥

=
𝑘 − 3𝑥
√

4 − 𝑥2

d2𝑦

d𝑥2 =
−3(4 − 𝑥2) 1

2 − (𝑘 − 3𝑥)
(

1
2

)
(4 − 𝑥2)− 1

2 (−2𝑥)

4 − 𝑥2

=
𝑘𝑥 − 12
(4 − 𝑥2) 3

2

當
d𝑦
d𝑥

= 0時，𝑥 =
𝑘

3
。 1M

當 𝑥 =
𝑘

3
時，

d2𝑦

d𝑥2 =
3𝑥2 − 12
(4 − 𝑥2) 3

2
=

−3
(4 − 𝑥2) 1

2
< 0。

因此，𝛤 在 𝑥 =
𝑘

3
有一極大點。

由於 −2 < 𝑥 < 2,可得 −6 < 𝑘 < 6。 1A

(ii)
d2𝑦

d𝑥2 =
𝑘𝑥 − 12
(4 − 𝑥2) 1

2
1M

對 −2 < 𝑥 < 2及 −6 < 𝑘 < 6，可得 −12 < 𝑘𝑥 < 12。

對 −2 < 𝑥 < 2，
d2𝑦

d𝑥2 < 0。

由此，
d2𝑦

d𝑥2 在區間 (−2, 2) 內沒有轉號。

因此，𝛤 沒有拐點。 1A
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9. (a) 𝑉 =
∫

−2𝑡 d𝑡 1M

= −𝑡2 + 𝐶

當 𝑡 = 0，𝑉 = 580。故此，𝐶 = 580。 1M
液體 𝑋 在結束時的體積 = −242 + 580 = 4 > 0
該宣稱正確。 1A

(b) 當 𝑡 = 18，𝑉 = −182 + 580 = 256。

256 = ℎ2 + 24ℎ 1M

0 = ℎ2 + 24ℎ − 256

ℎ = 8 或 − 32（捨去）

d𝑉
d𝑡

= (2ℎ + 24) dℎ
d𝑡

1M

−2(18) = [2(8) + 24] dℎ
d𝑡

dℎ
d𝑡

= − 9
10

1A

10. 𝑦 =
∫

(4 sin2 𝑥 + 1) d𝑥 1M

=
∫

[2(1 − cos 2𝑥) + 1] d𝑥 1M

= 3𝑥 − sin 2𝑥 + 𝐶

當 𝑥 =
𝜋

2
，𝑦 = 0。故此，可得 𝐶 = −3𝜋

2
。 1M

所求方程為 𝑦 = 3𝑥 − sin 2𝑥 − 3𝜋
2
。 1A
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11. 設 𝑢 = 𝑥3 − 2𝑥 + 1。則 d𝑢 = (3𝑥2 − 2) d𝑥。 1M

𝑦 =
∫

(3𝑥2 − 2) (𝑥3 − 2𝑥 + 1) 1
3 d𝑥

=
∫

𝑢
1
3 d𝑢 1A

=
3
4
(𝑥3 − 2𝑥 + 1) 4

3 + 𝐶 1A

代 𝑥 = 0及 𝑦 = 0，可得 𝐶 = −3
4
。 1M

該曲線的方程為 𝑦 =
3
4
(𝑥3 − 2𝑥 + 1) 4

3 − 3
4
。 1A

12. (a) 𝑦 =
∫

(𝑥2 − 2) d𝑥 1M

=
𝑥3

3
− 2𝑥 + 𝑘

代 𝑥 = 3及 𝑦 = 4，可得 𝑘 = 1。 1M

𝐶 的方程為 𝑦 =
𝑥3

3
− 2𝑥 + 1。 1A

(b) 𝑥2 − 2 = −2 1M

𝑥 = 0
當 𝑥 = 0，𝑦 = 1。該點的坐標為 (0, 1)。 1A

13. (a) 𝑦 =
∫

(3𝑥2 − 6𝑥 − 1) d𝑥 1M

= 𝑥3 − 3𝑥2 − 𝑥 + 𝑘

代 𝑥 = 1及 𝑦 = 0，可得 𝑘 = 3 1M
𝐶 的方程為 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥2 − 𝑥 + 3。 1A

(b) 在 𝑥 = 0，𝑦 = 3及
d𝑦
d𝑥

= −1 1A

切線方程為 𝑦 = −𝑥 + 3。 1A
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14. 設 𝑢 = 𝑥2 + 1。則 d𝑢 = 2𝑥 d𝑥。 1M

𝑦 =
∫

2𝑥
√
𝑥2 + 1 d𝑥

=
∫ √

𝑢 d𝑢 1A

=
2(𝑥2 + 1) 3

2

3
+ 𝑘

代 𝑥 = 0及 𝑦 = 1，可得 𝑘 =
1
3

1M

𝐶 的方程為 𝑦 =
2
3
(𝑥2 + 1) 3

2 + 1
3
。 1A

15. 𝑦 =
∫ (

6𝑥 + 1
𝑥2

)
d𝑥 1M

= 3𝑥2 − 1
𝑥
+ 𝐶 1A

代 𝑥 = 1及 𝑦 = 0，可得 𝐶 = −2 1M

該曲線的方程為 𝑦 = 3𝑥2 − 1
𝑥
− 2。 1A

16. 𝑦 =
∫

cos2 𝑥 d𝑥 1M

=
1
2

∫
(1 + cos 2𝑥) d𝑥 1M

=
𝑥

2
+ sin 2𝑥

4
+ 𝐶 1A

代 𝑥 =
𝜋

2
及 𝑦 = 𝜋，可得 𝐶 =

3𝜋
4
。 1M

所求方程為 𝑦 =
𝑥

2
+ sin 2𝑥

4
+ 3𝜋

4
。 1A
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17. 𝑦 =
∫

(3𝑥2 + 1) d𝑥 1M

= 𝑥3 + 𝑥 + 𝑘

代 𝑥 = 1及 𝑦 = 0，可得 𝑘 = −2。 1M
𝐶 的方程為 𝑦 = 𝑥3 + 𝑥 − 2。 1A

18. (a)
d
d𝑥

[𝑥(𝑥 + 1)𝑛] = (𝑥 + 1)𝑛 + 𝑛𝑥(𝑥 + 1)𝑛−1 1M

= (𝑥 + 1)𝑛−1 [(𝑛 + 1)𝑥 + 1] 1

(b) 𝑦 =
∫

(𝑥 + 1)2004(2006𝑥 + 1) d𝑥 1M

= 𝑥(𝑥 + 1)2005 + 𝑘 1A
1 = (−1) (0)2005 + 𝑘 1M

𝑘 = 1
所求方程為 𝑦 = 𝑥(𝑥 + 1)2005 + 1。 1A

19. 𝑦 =
∫

(3 + 2 cos 2𝑥) d𝑥 1M

= 3𝑥 + sin 2𝑥 + 𝐶 1M+1A
3𝜋
4

=
3𝜋
4

+ sin
𝜋

2
+ 𝐶 1M

𝐶 = −1
所求方程為 𝑦 = 3𝑥 + sin 2𝑥 − 1。 1A
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20. (a) 當 𝑥 = 2，
d𝑦
d𝑥

= 0，

0 = 3(2) − 2(2) + 𝑘 1M

𝑘 = −2 1A

(b) 𝑦 =
∫

(3𝑥2 − 2𝑥 − 2) d𝑥 1M

= 𝑥3 − 𝑥2 − 2𝑥 + 𝐶

代 𝑥 = 2及 𝑦 = 0，可得 𝐶 = 0 1M
該曲線的方程為 𝑦 = 𝑥3 − 𝑥2 − 2𝑥。 1A

21. (a) 𝑦 = −𝑥 + 1的斜率為 −1。在點 𝐴，
d𝑦
d𝑥

= −1，

2𝑥 + 3 = −1 1M

𝑥 = −2

當 𝑥 = −2，𝑦 = −(−2) + 1 = 3。
𝐴的坐標為 (−2, 3)。 1A

(b) 𝑦 =
∫

(2𝑥 + 3) d𝑥 1M

= 𝑥2 + 3𝑥 + 𝑘

代 𝑥 = −2及 𝑦 = 3，可得 𝑘 = 5。 1M
該曲線的方程為 𝑦 = 𝑥2 + 3𝑥 + 5。 1A
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22. (a) 當
d𝑠
d𝑡

= 0，𝑡 = 60。該船需要 60 s到達 𝐵。 1A

𝑠 =
∫ √

2
(
2 − 𝑡

30

)
d𝑡 1M

= 2
√

2𝑡 − 𝑡2
√

2
60

+ 𝐶

當 𝑡 = 0，𝑠 = 0。可得 𝐶 = 0。 1M

所求距離 = 2
√

2(60) − 602 ·
√

2
60

= 60
√

2 m 1A

(b) 設 𝐴𝑃 = 𝑥 m及所需時間為 𝑇 s。
𝑃𝐵2 = (60

√
2)2 + 𝑥2 − 2(60

√
2)𝑥 cos 45◦ 1M

𝑃𝐵 =
√
𝑥2 − 120𝑥 + 7200

𝑇 =
𝑥

5
+
√
𝑥2 − 120𝑥 + 7200

3
1M+1A

d𝑇
d𝑥

=
1
5
+ 1

6
(𝑥2 − 120𝑥 + 7200)− 1

2 (2𝑥 − 120) 1M

當
d𝑇
d𝑥

= 0，

1
5
=

60 − 𝑥

3
√
𝑥2 − 120𝑥 + 7200

9(𝑥2 − 120𝑥 + 7200) = 25(𝑥2 − 120𝑥 + 3600)
0 = 16𝑥2 − 1920𝑥 + 25 200

𝑥 = 15 或 105（捨去） 1A

𝑥 0 < 𝑥 < 15 𝑥 > 15

d𝑇
d𝑥

− +
1M

𝑇 在 𝑥 = 15為極小值。

所需的最短時間 =
15
5

+
√

152 − 120(15) + 7200
3

= 28 s 1A

–試卷完 –


