
1. 𝑥 ln 𝑦 + 𝑦 = 2

ln 𝑦 + 𝑥 · 1
𝑦

d𝑦
d𝑥

+ d𝑦
d𝑥

= 0 1M+1M

d𝑦
d𝑥

= − 𝑦 ln 𝑦

𝑥 + 𝑦

當曲線與 𝑦軸相交時，𝑥 = 0及 𝑦 = 2。 1A
d𝑦
d𝑥

����
(0, 2)

= −2 ln 2
0 + 2

= − ln 2 1M

該切線的方程為 𝑦 = −𝑥 ln 2 + 2。 1A

2. (a)
d𝑦
d𝑥

= (2𝑥2 + 1) 1
2 + 𝑥

(
1
2

)
(2𝑥2 + 1)− 1

2 (4𝑥) 1M

=
4𝑥2 + 1
√

2𝑥2 + 1
1A

(b) 該直線的斜率 = − 3
17

4𝑥2 + 1
√

2𝑥2 + 1
=

17
3

1M+1A

9(16𝑥4 + 8𝑥2 + 1) = 289(2𝑥2 + 1)
144𝑥4 − 506𝑥2 − 280 = 0 1M

𝑥 = 2 或 − 2

當 𝑥 = 2，𝑦 = 6。𝐶 在 (2, 6)的切線的方程為

𝑦 − 6 =
17
3
(𝑥 − 2) 1M

17𝑥 − 3𝑦 − 16 = 0

當 𝑥 = −2，𝑦 = −6。𝐶 在 (−2, −6)的切線的方程為

𝑦 + 6 =
17
3
(𝑥 + 2)

17𝑥 − 3𝑦 + 16 = 0 1A
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3. (a)
d𝑦
d𝑥

=
3
2
(2𝑥 + 8) 1

2 (2) + 6𝑥 1M

= 3
√

2𝑥 + 8 + 6𝑥 1A
(b) 切線斜率 = −6

3
√

2𝑥 + 8 + 6𝑥 = −6 1M+1A
√

2𝑥 + 8 = −2 − 2𝑥

2𝑥 + 8 = 4𝑥2 + 8𝑥 + 4

4𝑥2 + 6𝑥 − 4 = 0 1M

𝑥 = −2 或
1
2
（捨去） 1A

只有一條 𝐶 的切線平行於直線 6𝑥 + 𝑦 + 4 = 0。
因此，不同意該宣稱。 1A

4. (a)
d𝑦
d𝑥

=

√
𝑥 − 2(1) − 𝑥 · 1

2 (𝑥 − 2)− 1
2

𝑥 − 2
1M

=
𝑥 − 4

2(𝑥 − 2) 3
2

1A

(b) 設切點為 (𝑥, 𝑦)。
d𝑦
d𝑥

=
𝑥 − 4

2(𝑥 − 2) 3
2
=

𝑦

𝑥 − 9
1M+1A

=
𝑥

(𝑥 − 9)
√
𝑥 − 2

(𝑥 − 9) (𝑥 − 4) = 2𝑥(𝑥 − 2)
0 = 𝑥2 + 9𝑥 − 36

𝑥 = 3 或 − 12（捨去） 1M

此切線的斜率 =
d𝑦
d𝑥

����
𝑥=3

=
3 − 4

2(3 − 2) 3
2

1M

= −1
2

1A
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5. (a)
d𝑦
d𝑥

= lim
ℎ→0

[(𝑥 + ℎ)3 − 3(𝑥 + ℎ)] − (𝑥3 − 3𝑥)
ℎ

1M

= lim
ℎ→0

(𝑥3 + 3ℎ𝑥2 + 3ℎ2𝑥 + ℎ3) − (3𝑥 + 3ℎ) − (𝑥3 − 3𝑥)
ℎ

1M

= lim
ℎ→0

(3𝑥2 + 3𝑥ℎ + ℎ2 − 3)

= 3𝑥2 − 3 1A

(b) 當 𝐶 為遞減，
d𝑦
d𝑥

≤ 0。

3𝑥2 − 3 ≤ 0 1M

−1 ≤ 𝑥 ≤ 1 1A

6. (a) ln 𝑓 (𝑥) = 𝑥 ln 𝑥 − 6 ln(2𝑥 + 13) 1A
𝑓 ′(𝑥)
𝑓 (𝑥) = ln 𝑥 + 𝑥 · 1

𝑥
− 6 · 2

2𝑥 + 13
1M+1A

𝑓 ′(𝑥) =
(
ln 𝑥 + 1 − 12

2𝑥 + 13

)
𝑓 (𝑥)

=

(
ln 𝑥 + 2𝑥 + 1

2𝑥 + 13

)
𝑥𝑥

(2𝑥 + 13)6 1A

(b) 對 𝑥 > 1，可得 ln 𝑥 > 0，
2𝑥 + 1
2𝑥 + 13

> 0及
𝑥𝑥

(2𝑥 + 13)6 > 0。 1M

故此， 𝑓 ′(𝑥) > 0且 𝑓 (𝑥)為遞增函數。 1
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7. (a) 𝑓 ′(𝑥) = 12𝑥2 + 2𝑚𝑥 + 𝑛
−33 = 4(6)3 + 𝑚(6)2 + 𝑛(6) + 615 1M

0 = 12(6)2 + 2𝑚(6) + 𝑛 1M

求解後，𝑚 = −30及 𝑛 = −72。 1A

(b) 當 𝑓 ′(𝑥) = 0，

12𝑥2 − 60𝑥 − 72 = 0

𝑥 = 6 或 − 1 1M

𝑓 ′′(𝑥) = 24𝑥 − 60

𝑓 ′′ (6) = 24(6) − 60 = 84 > 0 1M

𝑓 ′′(−1) = −84 < 0
當 𝑥 = −1，𝑦 = 653。
因此，極小值為 −33，極大值為 653。 1A

8. 4𝑥𝑦 + 2𝑥2 d𝑦
d𝑥

+ 2𝑥 + 2𝑦
d𝑦
d𝑥

= 0 1M+1A
在點 (2, 0)，

0 + 8
d𝑦
d𝑥

+ 4 + 0 = 0

d𝑦
d𝑥

= −1
2

所求斜率為 −1
2
。 1A
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9. 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 2𝑦2 = 0

2𝑥 + 𝑥
d𝑦
d𝑥

+ 𝑦 + 2𝑦
d𝑦
d𝑥

= 0 1M+1A
在點 (2, 1)，

4 + 2
d𝑦
d𝑥

+ 1 + 2
d𝑦
d𝑥

= 0

d𝑦
d𝑥

= −5
4

1A

切線的方程為

𝑦 − 1 = −5
4
(𝑥 − 2) 1M

5𝑥 + 4𝑦 − 14 = 0 1A

10. 𝑦2 = 𝑥2𝑦 + 2

2𝑦
d𝑦
d𝑥

= 2𝑥𝑦 + 𝑥2 d𝑦
d𝑥

1M
當 𝑥 = 1，

𝑦2 = 𝑦 + 2

𝑦 = 2 或 − 1

在 (1, 2)，d𝑦
d𝑥

=
4
3

1A且切線的方程為

𝑦 − 2 =
4
3
(𝑥 − 1)

4𝑥 − 3𝑦 + 2 = 0 1A

在 (1, −1)，d𝑦
d𝑥

=
2
3
且切線的方程為

𝑦 + 1 =
2
3
(𝑥 − 1)

2𝑥 − 3𝑦 − 5 = 0 1A
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11. (a)
d𝑦
d𝑥

= − 1
𝑥2 + 1

d𝑦
d𝑥

����
𝑥=1

= 0 1A

在 𝑃的切線為 𝑦 = 2。 1A

(b)
d𝑦
d𝑥

����
𝑥= 1

2

= −3 1A

在 𝑄的切線的方程為

𝑦 − 5
2
= −3

(
𝑥 − 1

2

)
1A

𝑦 = −3𝑥 + 4

當 𝑥 = 0，𝑦 = 4。
故此，𝐶 在 𝑄的切線通過 𝐴。 1

12. (a) 代 𝑥 = 0，𝑦 = ±1。
該點為 (0, 1) 及 (0, −1)。 1A

(b) (𝑥 − 2)(𝑦2 + 3) = −8

(𝑦2 + 3) + (𝑥 − 2) · 2𝑦
d𝑦
d𝑥

= 0 1M

d𝑦
d𝑥

=
𝑦2 + 3

2𝑦(2 − 𝑥)
在 (0, 1)，切線的斜率 =

d𝑦
d𝑥

=
1

2(2 − 0) = 1 1A

在 (0, −1)，切線的斜率 =
d𝑦
d𝑥

= −1 1A
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13. (a) 𝑥2 − 2𝑥𝑦2 + 𝑦3 + 1 = 0

2𝑥 − 2𝑦2 − 4𝑥𝑦
d𝑦
d𝑥

+ 3𝑦2 d𝑦
d𝑥

= 0 1A

d𝑦
d𝑥

=
2𝑥 − 2𝑦2

4𝑥𝑦 − 3𝑦2 1A

(b) 在 (2, −1)，d𝑦
d𝑥

=
2(2) − 2(−1)2

4(2)(−1) − 3(−1)2 = − 2
11
。 1A

切線的方程為

𝑦 + 1 = − 2
11

(𝑥 − 2) 1M

2𝑥 + 11𝑦 + 7 = 0 1A

14. (a) 𝑥2 + 𝑦 cos 𝑥 − 𝑦2 = 0

2𝑥 + cos 𝑥
d𝑦
d𝑥

− 𝑦 sin 𝑥 − 2𝑦
d𝑦
d𝑥

= 0 1A

d𝑦
d𝑥

=
𝑦 sin 𝑥 − 2𝑥
cos 𝑥 − 2𝑦

1A

(b) 在 𝑃，
d𝑦
d𝑥

=
− 𝜋

2 sin 𝜋
2 − 𝜋

cos 𝜋
2 − (−𝜋) = −3

2
1A

切線的方程為

𝑦 + 𝜋

2
= −3

2

(
𝑥 − 𝜋

2

)
1M

6𝑥 + 4𝑦 − 𝜋 = 0 1A
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15. (a) (𝑥 + 2)(𝑦 + 3) = 5

(𝑥 + 2) d𝑦
d𝑥

+ (𝑦 + 3) = 0 1M+1A
在 𝑃 (−1, 2)，

(−1 + 2) d𝑦
d𝑥

+ 5 = 0

d𝑦
d𝑥

= −5 1A

(b) 切線的方程為

𝑦 − 2 = −5(𝑥 + 1) 1M

5𝑥 + 𝑦 + 3 = 0 1A

16. 𝑥 − (1 + sin 𝑦)5 = 1

1 − 5(1 + sin 𝑦)4 cos 𝑦
d𝑦
d𝑥

= 0 1A+1A
在 𝑃 (2, 0)，

1 − 5
d𝑦
d𝑥

= 0

d𝑦
d𝑥

=
1
5

1M

切線的方程為

𝑦 − 0 =
1
5
(𝑥 − 2) 1M

𝑥 − 5𝑦 − 2 = 0 1A
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17.
d𝑦
d𝑥

= 3(𝑥2 + 2)−1 + 3𝑥(−1)(𝑥2 + 2)−2(2𝑥) = 6 − 3𝑥2

(𝑥2 + 2)2 1M+1A

d𝑦
d𝑥

����
(2, 1)

=
6 − 3(2)2

(22 + 2)2 = −1
6

1A

所求方程為

𝑦 − 1 = −1
6
(𝑥 − 2) 1M

𝑥 + 6𝑦 − 8 = 0 1A

18. (a) 𝑦3 + 𝑥3𝑦 = 10

3𝑦2 d𝑦
d𝑥

+ 3𝑥2𝑦 + 𝑥3 d𝑦
d𝑥

= 0 1A+1A

d𝑦
d𝑥

= − 3𝑥2𝑦

𝑥3 + 3𝑦2 1A

(b)
d𝑦
d𝑥

����
(1, 2)

= − 3(1)2(2)
13 + 3(2)2 = − 6

13
1M

切線方程為

𝑦 − 2 = − 6
13

(𝑥 − 1)

6𝑥 + 13𝑦 − 32 = 0 1A

19.
d𝑦
d𝑥

= 3𝑥2 − 18𝑥 + 30 1A

當
d𝑦
d𝑥

= 0，

Δ = 182 − 4(3) (30) = −36 < 0 1M

故此，
d𝑦
d𝑥

= 0沒有實根，曲線的切線不能平行於 𝑥軸。 1M+1
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20. 𝑥2 − 𝑦2 = 3

2𝑥 − 2𝑦
d𝑦
d𝑥

= 0 1M

d𝑦
d𝑥

=
𝑥

𝑦

當
d𝑦
d𝑥

= 2，𝑥 = 2𝑦 1A

代入至 𝑥2 − 𝑦2 = 3，

(2𝑦)2 − 𝑦2 = 3 1M

𝑦 = ±1

當 𝑦 = 1，𝑥 = 2；當 𝑦 = −1，𝑥 = −2。
所求方程為

𝑦 − 1 = 2(𝑥 − 2)
𝑦 = 2𝑥 − 3

及 𝑦 + 1 = 2(𝑥 + 1)
𝑦 = 2𝑥 + 3 1A+1A

21.
d𝑦
d𝑥

= 3𝑥2。

當
d𝑦
d𝑥

=
3
4
，𝑥 = ±1

2
1M

當 𝑥 =
1
2
，𝑦 =

1
8
；當 𝑥 = −1

2
，𝑦 = −1

8
。

兩點的坐標為

(
1
2
,

1
8

)
及

(
−1

2
, −1

8

)
。 1A

通過

(
1
2
,

1
8

)
的切線方程為

𝑦 − 1
8
=

3
4

(
𝑥 − 1

2

)
3𝑥 − 4𝑦 − 1 = 0 1A

通過

(
−1

2
, −1

8

)
的切線方程為

𝑦 + 1
8
=

3
4

(
𝑥 + 1

2

)
3𝑥 − 4𝑦 + 1 = 0 1A
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22. 2𝑥 + 4𝑦 + 4𝑥
d𝑦
d𝑥

+ 10𝑦
d𝑦
d𝑥

= 0 1M

d𝑦
d𝑥

=
−(𝑥 + 2𝑦)
2𝑥 + 5𝑦

1A

當
d𝑦
d𝑥

= −1
2
，

−(𝑥 + 2𝑦)
2𝑥 + 5𝑦

=
−1
2

1M

2𝑥 + 4𝑦 = 2𝑥 + 5𝑦

𝑦 = 0 1A

當 𝑦 = 0，𝑥 = ±1。 1A

所求方程為 𝑦 =
−1
2
𝑥 + 1

2
及 𝑦 =

−1
2
𝑥 − 1

2
。 1A+1A

23.
d𝑦
d𝑥

=
−6

(𝑥 + 1)2 1A

直線的斜率為 −1
6
。當

d𝑦
d𝑥

= −1
6
，

−6
(𝑥 + 1)2 =

−1
6

1M

(𝑥 + 1)2 = 36

𝑥 = 5 或 − 7

切點為 (5, 1)及 (−7, −1)。 1A

切線的方程為

𝑦 − 1 = −1
6
(𝑥 − 5)

𝑥 + 6𝑦 − 11 = 0

及 𝑦 + 1 = −1
6
(𝑥 + 7) 1M

𝑥 + 6𝑦 + 13 = 0 1A
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24. 當
d𝑦
d𝑥

= 4，

4(𝑥 − 1)3 = 4 1M

𝑥 = 2

當 𝑥 = 2，𝑦 = 5。 1A
切線的方程為

𝑦 − 5 = 4(𝑥 − 2) 1M

4𝑥 − 𝑦 − 3 = 0 1A

25. 設切點為 (𝑎, 𝑏)。則 𝑏2 = 4𝑎。

𝑦2 = 4𝑥

2𝑦
d𝑦
d𝑥

= 4 1M

d𝑦
d𝑥

=
2
𝑦

故此，

𝑏 − 0
𝑎 + 1

=
2
𝑏

1M

𝑏2 = 2𝑎 + 2

4𝑎 = 2𝑎 + 2 1M

𝑎 = 1

當 𝑎 = 1，𝑏 = ±2。
切線的方程為

𝑦 − 2 =
2
2
(𝑥 − 1)

𝑦 = 𝑥 + 1

及 𝑦 + 2 =
2
−2

(𝑥 − 1)

𝑦 = −𝑥 − 1 1A+1A
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26. (a)
d𝑦
d𝑥

= 3𝑥2，
d𝑦
d𝑥

����
𝑃

= 3𝑎2。 1M

故此，𝐶 在 𝑃的切線的方程為 𝑦 = 3𝑎2𝑥 + 2。
由於 𝑃在切線上，代 𝑥 = 𝑎及 𝑦 = 𝑏，可得 𝑏 = 3𝑎3 + 2。 1

(b) 由於 𝑏 = 𝑎3， 1A

𝑎3 = 3𝑎3 + 2 1M

𝑎3 = −1

𝑎 = −1

當 𝑎 = −1，𝑏 = −1。 1A

27. 設 𝑃的坐標為 (𝑎, 𝑏)。
d𝑦
d𝑥

����
𝑃

= 3𝑎2 1A

考慮 𝐿的斜率，

3𝑎2 =
−16 − 𝑏

0 − 𝑎
1M

3𝑎3 = 𝑏 + 16

3𝑎3 = 𝑎3 + 16 1M

𝑎 = 2

當 𝑎 = 2，𝑏 = 8。
𝐿 的方程為 𝑦 = 12𝑥 − 16。 1A

13



28. (a) 已知直線的斜率 =
−2
4

= −1
2

故此， 𝑓 ′(𝑥) = −𝑥
2
+ 2。 1A

所求斜率 = 𝑓 ′(1) = −1
2
+ 2 =

3
2
。 1M+1A

(b) 只有一個轉向點，其 𝑥坐標 = 4。 1A
因 𝑓 ′(𝑥)由正值轉為負值，此為極大點。 1A

29. (a)
d𝑦
d𝑥

= cos 𝑥 + 2 sin 𝑥 1A

d2𝑦

d𝑥2 = − sin 𝑥 + 2 cos 𝑥 1A

(b) 當
d𝑦
d𝑥

= 0，

tan 𝑥 = −1
2

𝑥 = 𝜋 − tan−1 1
2
或 2𝜋 − tan−1 1

2
1M

當 𝑥 = 𝜋 − tan−1 1
2
，

d2𝑦

d𝑥2 = −
√

5 < 0。 1M

當 𝑥 = 2𝜋 − tan−1 1
2
，

d2𝑦

d𝑥2 =
3
√

5
> 0

𝑦在 𝑥 = 2𝜋 − tan−1 1
2
時達至極小值。

𝑦的極小值 = − sin
(
tan−1 1

2

)
− 2 cos

(
tan−1 1

2

)
= − 1

√
5
− 4
√

5
= −

√
5 1M+1A
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30. (a)
d𝑦
d𝑥

= 1 + 2 cos 2𝑥 1A

d2𝑦

d𝑥2 = −4 sin 2𝑥 1A

(b) 當
d𝑦
d𝑥

= 0，

1 + 2 cos 2𝑥 = 0 1M

cos 2𝑥 = −1
2

2𝑥 =
2𝜋
3
或

4𝜋
3

𝑥 =
𝜋

3
或

2𝜋
3

1A

當 𝑥 =
𝜋

3
，

d2𝑦

d𝑥2 = −2
√

3 < 0。故此，𝑦在 𝑥 =
𝜋

3
時達至極大值。 1A

𝑦的極大值 =
𝜋

3
+ sin

2𝜋
3

=
𝜋

3
+
√

3
2

1A

當 𝑥 =
2𝜋
3
，

d2𝑦

d𝑥2 = 2
√

3 > 0。故此，𝑦在 𝑥 =
2𝜋
3
時達至極小值。

𝑦的極小值 =
2𝜋
3

+ sin
4𝜋
3

=
2𝜋
3

−
√

3
2

1A

31. (a) 𝑓 ′(𝑥) = 3𝑥2 + 2𝑎𝑥 + 𝑏 1A
𝛼及 𝛽為 𝑓 ′(𝑥) = 0的根。 1M

因此，𝛼 + 𝛽 = −2𝑎
3
及 𝛼𝛽 =

𝑏

3
。 1A

(b) 由於 𝑓 ′(𝑥) = 0有兩實根，

Δ = (2𝑎)2 − 4(3𝑏) > 0 1M

4𝑎2 − 12𝑏 > 0

𝑎2 > 3𝑏 1

(c)
𝑓 (𝛼) − 𝑓 (𝛽)

𝛼 − 𝛽
=

(𝛼3 + 𝑎𝛼2 + 𝑏𝛼 + 𝑐) − (𝛽3 + 𝑎𝛽2 + 𝑏𝛽 + 𝑐)
𝛼 − 𝛽

=
(𝛼3 − 𝛽3) + 𝑎(𝛼2 − 𝛽2) + 𝑏(𝛼 − 𝛽)

𝛼 − 𝛽

= (𝛼2 + 𝛼𝛽 + 𝛽2) + 𝑎(𝛼 + 𝛽) + 𝑏 1M

= (𝛼 + 𝛽)2 − 𝛼𝛽 + 𝑎(𝛼 + 𝛽) + 𝑏

=
4𝑎2

9
− 𝑏

3
− 2𝑎2

3
+ 𝑏 1M

=
2
9
(3𝑏 − 𝑎2) 1

(d) 由於 𝑎2 > 3𝑏，可得
2
9
(3𝑏 − 𝑎2) < 0。故此，

𝑓 (𝛼) − 𝑓 (𝛽)
𝛼 − 𝛽

< 0。 1M

故此， 𝑓 (𝛼) − 𝑓 (𝛽) < 0若 𝛼 − 𝛽 > 0。
當 𝛼 > 𝛽時， 𝑓 (𝛼) < 𝑓 (𝛽)。 1A

–試卷完 –


