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建議題解

結構式試題

1. (a) (4𝑚, 3𝑚) 1A

(b) (i) 𝑃的軌跡為 ∠𝑆𝑂𝑇 的角平分線。
留意 𝑃的軌跡通過 𝐶 的圓心。 1M
所求方程為

𝑦 − 0 =
3𝑚 − 0
4𝑚 − 0

(𝑥 − 0)

𝑦 =
3𝑥
4

可得 𝑔(𝑥) = 3𝑥
4
。 1A

(ii) 留意 𝑂𝐶 =
√
(4𝑚)2 + (3𝑚)2 = 5𝑚及 𝑂𝐶 : 𝑂𝐸 = 5 : (5 + 3)。

4𝑚
32

=
5

3 + 5
1M

𝑚 = 5 1A

△𝑈𝑆𝑇 的形心在 𝑂𝑆上。

因此，𝑆為𝑈𝑇 的中點。

可得 𝑂𝑈 = 𝑂𝑇 = 4𝑚 = 20。 1M
𝑦 = 𝑔(𝑥 + 𝑟) 的圖像可藉將 𝑦 = 𝑔(𝑥)的圖像向左平移 20單位求得。
因此，𝑟 = 20。 1A

2. (a) 圓心 (−4, 3)，半徑 =
√

42 + 32 − 5 = 2
√

5 1A

(b) (2𝑦 − 𝑘)2 + 𝑦2 + 8(2𝑦 − 𝑘) − 6𝑦 + 5 = 0 1M

(4 + 1)𝑦2 + (−4𝑘 + 16 − 6)𝑦 + (𝑘2 − 8𝑘 + 5) = 0

5𝑦2 + (−4𝑘 + 10)𝑦 + (𝑘2 − 8𝑘 + 5) = 0

𝑀 的 𝑦坐標 =
1
2

(
−−4𝑘 + 10

5

)
=

2𝑘 − 5
5

1M

當 𝑦 =
2𝑘 − 5

5
時，𝑥 = 2

(
2𝑘 − 5

5

)
− 𝑘 =

−𝑘 − 10
5

。

所求坐標為

(
−𝑘 − 10

5
,

2𝑘 − 5
5

)
。 1A

(c) 若 𝑀 在 𝑥軸以上，則 2𝑘 − 5 > 0。故此，𝑘 >
5
2
。 1A

考慮方程 5𝑦2 + (−4𝑘 + 10)𝑦 + (𝑘2 − 8𝑘 + 5) = 0。
若 𝐿與 𝐶 相交於兩相異點，

Δ = (−4𝑘 + 10)2 − 4(5) (𝑘2 − 8𝑘 + 5) > 0 1M

−4𝑘2 + 80𝑘 > 0

0 < 𝑘 < 20 1A
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集合 𝑘 >
5
2
和 0 < 𝑘 < 20，可得

5
2
< 𝑘 < 20。

因此，𝑀 可能在 𝑥軸以上的區域。 1A

3. (a) (i)
1

𝑥 − 1
− 𝑥 + 2
𝑥2 − 1

=
𝑥 + 1 − (𝑥 + 2)

𝑥2 − 1

=
−1

𝑥2 − 1
1A

因此，𝐴 = 0及 𝐵 = −1。 1A

(ii) 𝑓 (𝑥) = −4𝑥2 − 16𝑥 − 19

= −4[𝑥2 + 2(2) (𝑥) + 22] − 3 1M

= −4(𝑥 + 2)2 − 3 1A
𝑓 (𝑥)的極大值為 −3。 1A

(b) 𝑥2 + [(𝑘 + 2)𝑥]2 + 1
𝑘 − 1

𝑥 − 1
𝑘2 − 1

(𝑘 + 2)𝑥 + 1
(𝑘2 − 1)2 = 0 1M

(𝑘2 + 4𝑘 + 5)𝑥2 +
(

1
𝑘 − 1

− 𝑘 + 2
𝑘2 − 1

)
𝑥 + 1

(𝑘2 − 1)2 = 0

(𝑘2 + 4𝑘 + 5)𝑥2 − 1
𝑘2 − 1

𝑥 + 1
(𝑘2 − 1)2 = 0 1A

Δ =

(
1

𝑘2 − 1

)2
− 4(𝑘2 + 4𝑘 + 5)

(
1

(𝑘2 − 1)2

)
1M

=
1

(𝑘2 − 1)2 (−4𝑘2 − 16𝑘 − 19)

=
1

(𝑘2 − 1)2 [−4(𝑘 + 2)2 − 3] 1M

≤ −3
(

1
(𝑘2 − 1)2

)
< 0

𝐶 與 𝐿 不相交。

同意該宣稱。 1A

4. (a) 設直線的斜率為 𝑚。

該切線的方程為 𝑦 = 𝑚𝑥 + 12。

𝑥2 + (𝑚𝑥 + 12)2 − 10𝑥 + 46(𝑚𝑥 + 12) − 71 = 0 1M

(1 + 𝑚2)𝑥2 + (70𝑚 − 10)𝑥 + 625 = 0

該方程有重根。

Δ = (70𝑚 − 10)2 − 4(1 + 𝑚2)(625) = 0 1M

2400𝑚2 − 1400𝑚 − 2400 = 0

𝑚 =
4
3
或 − 3

4

所求方程為 𝑦 =
4𝑥
3

+ 12及 𝑦 = −3𝑥
4

+ 12。 1A

(b) 留意 𝑃𝑄 ⊥ 𝑃𝑅及 𝐾 為 𝑄𝑅的中點。 1A
𝑃、𝐺、𝐻 與 𝐾 共線。
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𝐻 的坐標為 (5, −23)。
𝐶 的半徑 =

√
52 + 232 + 71 = 25

𝑃𝐻 =
√

52 + (12 + 23)2 = 25
√

2
𝐺𝐾 =

1
3
𝑃𝐾 =

1
3
(25

√
2 + 25) 1M

考慮所求的面積比。

𝑡 : 1 = 𝐺𝐾 : 𝐻𝐾 1M

=
25

√
2 + 25
3

: 25

=

√
2 + 1
3

: 1

𝑡 =

√
2 + 1
3

1A

5. (a) (i) 𝑥2 + (𝑚𝑥)2 − 400𝑥 − 300𝑚𝑥 + 40 000 = 0 1M

(1 + 𝑚2)𝑥2 − (300𝑚 + 400)𝑥 + 40 000 = 0
Δ = (300𝑚 + 400)2 − 4(1 + 𝑚2) (40 000) > 0 1M

10 000(−7𝑚2 + 24𝑚) > 0

0 < 𝑚 <
24
7

1A

(ii) 𝑀 的 𝑥 =
1
2

[
300𝑚 + 400

1 + 𝑚2

]
=

50(3𝑚 + 4)
1 + 𝑚2

𝑀 的 𝑦 = 𝑚 · 50(3𝑚 + 4)
1 + 𝑚2

=
50𝑚(3𝑚 + 4)

1 + 𝑚2 1

(b) (i) 𝐴𝐵的垂直平分線為通過 𝑂 及 𝐶 的圓心的直線。 1M
𝐶 的圓心的坐標為 (200, 150)。
所求方程為

𝑦 − 0 =
150 − 0
200 − 0

(𝑥 − 0)

3𝑥 − 4𝑦 = 0 1A

(ii) 留意當 𝑚 = 0或
24
7
時，𝐿與 𝐶 相切。

當 𝑚 = 0，𝐿與 𝐶 的交點的坐標為 (200, 0)。
𝐵的坐標為 (200, 0)。 1A

當 𝑚 =
24
7
時，可得 𝐴的坐標為 (56, 192)。

將 𝐶 的圓心記為 𝐺 (200, 150)。
假定 𝐺 與 𝑀 為相異點。

留意 ∠𝐺𝑀𝑂 = 90◦及 ∠𝑂𝐵𝐺 = 90◦。
可得 𝑂、𝐵、𝐺、𝑀 共圓。 1M
由於 ∠𝑂𝐴𝐺 = 90◦及 ∠𝐺𝑀𝑂 = 90◦，可得 𝑂、𝐴、𝐺、𝑀 共圓。
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因此，𝑂、𝐴、𝑀、𝐺、𝐵共圓。

若 𝐺 與 𝑀 重合，𝑂、𝐴、𝐺、𝐵同為共圓。

留意 𝑂𝐺 為該圓的直徑。

所求之圓的圓心為 (100, 75)。 1M
所求方程為

(𝑥 − 100)2 + (𝑦 − 75)2 = (0 − 100)2 + (0 − 75)2

(𝑥 − 100)2 + (𝑦 − 75)2 = 15 625 1A

(iii) 將圓 𝐴𝑀𝐵的圓心記為 𝐷。

tan∠𝐵𝑂𝐺 =
150
200

∠𝐵𝑂𝐺 ≈ 36.9◦

∠𝐴𝐷𝐵 = 2∠𝐴𝑂𝐵 = 2(2∠𝐵𝑂𝐺) ≈ 147◦ 1M

𝛤 的長度 ≤ 2𝜋(125) × ∠𝐴𝐷𝐵
360◦

1M

≈ 322 < 330
不同意該宣稱。 1A

6. (a) (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 6)2 = 𝑟2 1A

(b) (i) 設 𝐺 為 𝐶′的圓心，則 𝐺 (−2, 6 − 𝑐)。 1A
由於 𝐴𝐺 ⊥ 𝑃𝑄，

6 − 𝑐 − 6
−2 − 2

×
(
−1

2

)
= −1 1M

𝑐 = 8 1A

(ii) 𝐴𝐺 的中點在 𝑃𝑄上，即 (0, 2)在 𝑃𝑄上。 1M
𝑃𝑄的方程為 𝑦 = −𝑥

2
+ 2。 1A

(iii) (𝑥 − 2)2 +
(
−𝑥

2
+ 2 − 6

)2
= 𝑟2 1M

5
4
𝑥2 + 20 − 𝑟2 = 0

𝑎及 𝑑 為該方程的根。

故此，𝑎 + 𝑑 = 0及 𝑎𝑑 =
4(20 − 𝑟2)

5
。 1M

(𝑎 − 𝑑)2 = (𝑎 + 𝑑)2 − 4𝑎𝑑

=
16(𝑟2 − 20)

5
1A

(c) 𝑃𝑄2 = (𝑎 − 𝑑)2 +
[(
−𝑎

2
+ 2

)
−
(
−𝑑

2
+ 2

)]2

80 =
5
4
(𝑎 − 𝑑)2

= 4(𝑟2 − 20) 1M

𝑟2 = 40

𝑟 = 2
√

10 或 − 2
√

10（捨去）
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𝐴𝐵 =
√
(2 + 1)2 + (6 − 1)2 =

√
34 < 𝑟

故此，𝐵在 𝐶 內。

同意該宣稱。 1A

7. (a) 𝐴𝐺 的斜率 =
112 − 12
83 − 158

=
−4
3

所求方程為

𝑦 − 12 =
−4
3
(𝑥 − 158) 1M

4𝑥 + 3𝑦 − 668 = 0 1A

(b) 𝐺𝑃 =
√
(83 − 23)2 + (112 − 67)2 = 75

𝐴𝐺 =
√
(158 − 83)2 + (112 − 12)2 = 125

𝐴𝑃 =
√

1252 − 752 = 100
將 𝐴𝐺 與 𝑃𝑄的交點記為 𝑇。

留意 △𝐴𝐺𝑃 ∼ △𝐴𝑃𝑇。
𝐴𝑇

𝐴𝑃
=
𝐴𝑃

𝐴𝐺
1M

𝐴𝑇 = 80

𝐴𝑇 : 𝑇𝐺 = 80 : (125 − 80) = 16 : 9

所求坐標 =

(
16(83) + 9(158)

16 + 9
,

16(112) + 9(12)
16 + 9

)
1M

= (110, 76) 1A
(c) 將 △𝐴𝑃𝑄的內心及內切圓的半徑分別記為 𝑆及 𝑟。

假定 𝐴𝑃與該內切圓相切於𝑈。

留意 △𝐴𝑈𝑆 ∼ △𝐴𝑃𝐺。
𝐴𝑆

𝑈𝑆
=
𝐴𝐺

𝑃𝐺
80 − 𝑟
𝑟

=
125
75

1M

𝑟 = 30 1A

𝐴𝑆 : 𝑆𝑇 = (80 − 30) : 30 = 5 : 3

𝑆的坐標 =

(
5(110) + 3(158)

5 + 3
,

5(76) + 3(12)
5 + 3

)
1M

= (128, 52)
所求方程為

(𝑥 − 128)2 + (𝑦 − 52)2 = 302

(𝑥 − 128)2 + (𝑦 − 52)2 = 900 1A

(d) 留意 𝐴、𝑃、𝐺、𝑄只圓。

△𝐴𝑃𝑄的外接圓的半徑 =
𝐴𝐺

2
=

125
2

1M

所求心例 = 302 :
(
125
2

)2
1M

= 144 : 625 ≠ 1 : 4
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不同意該宣稱。 1A

8. (a) 𝐺 的坐標為 (47, 42)。
𝑇𝐺 的斜率 =

42 − 12
47 − 7

=
3
4

所求方程為

𝑦 − 12 =
3
4
(𝑥 − 7) 1M

3𝑥 − 4𝑦 + 27 = 0 1A

(b) 𝐶 的半徑 =
√

472 + 422 − 3073 = 30
留意 𝐺 與 𝑇 的垂直距離為 30。
其中一條通過 𝑇 的切線為水平，且與 𝐶 相切於 (47, 12)。 1M

留意 𝑋𝑌 ⊥ 𝑇𝐺。𝑋𝑌 的斜率為 −4
3
。

𝑋𝑌 的方程為

𝑦 − 12 = −4
3
(𝑥 − 47)

4𝑥 + 3𝑦 − 224 = 0

解


3𝑥 − 4𝑦 + 27 = 0

4𝑥 + 3𝑦 − 224 = 0
， 1M

可得 𝑥 =
163
5
及 𝑦 =

156
5
。

𝐾 的坐標為

(
163
5
,

156
5

)
。 1A

𝐶 的半徑 =
√

472 + 422 − 3073 = 30
𝐺𝑇 =

√
(47 − 7)2 + (42 − 12)2 = 50

𝑇𝑋 =
√

502 − 302 = 40
留意 △𝐺𝑇𝑋 ∼ △𝑋𝑇𝐾。

𝑇𝐾

𝑇𝑋
=
𝑇𝑋

𝐺𝑇
𝑇𝐾

40
=

40
50

𝑇𝐾 = 32

可得 𝑇𝐾 : 𝐾𝐺 = 32 : 18 = 16 : 9。
設 𝐾 的坐標為 (𝑎, 𝑏)。

𝑎 − 7
47 − 𝑎 =

16
9

𝑎 =
163
5

及
𝑏 − 12
42 − 𝑏 =

16
9

𝑏 =
156
5

𝐾 的坐標為

(
163
5
,

156
5

)
。

(c) (i) 𝑋𝑌 = 2𝑋𝐾 = 2
√

402 − 322 = 48
設 𝑟 為 △𝑇𝑋𝑌 的內切圓的半徑。
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考慮 △𝑇𝑋𝑌 的面積。留意 𝑇𝐾 ⊥ 𝑋𝑌。

(𝑋𝑌 )(𝑇𝐾)
2

=
(𝑋𝑌 ) (𝑟)

2
+ (𝑇𝑋)(𝑟)

2
+ (𝑇𝑌 )(𝑟)

2
1M

768 = 64𝑟

𝑟 = 12

可得 𝑇 𝐼 : 𝐼𝐾 = (32 − 12) : 12 = 5 : 3。
設 (𝑐, 𝑑) 為 𝐼 的坐標。

𝑐 − 7
163
5 − 𝑐

=
5
3

𝑐 = 23

及
𝑑 − 12
156
5 − 𝑑

=
5
3

𝑑 = 24

𝐼 的坐標為 (23, 24)。 1A

(ii) 可得 ∠𝑇𝑋𝐺 + ∠𝑇𝑌𝐺 = 90◦ + 90◦ = 180◦。
點 𝑇、𝑋、𝐺 與 𝑌 共圓。

𝐽 同為 𝑇𝑋𝐺𝑌 的外接圓的圓心。

則 𝐽 為 𝑇𝐺 的中點。

𝐽 的坐標為 (27, 27)。 1A
留意 𝐽 在 𝐼 與 𝐺 之間。

∠𝑋𝐽𝐺 = ∠𝑋𝐼𝐺 + ∠𝐼𝑋𝐽
> ∠𝑋𝐼𝐺

不同意該宣稱。 1A

𝐺

𝐾

𝑋

𝑌

𝑇

𝐼

𝐽
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