
解 分

REG-2425-MOCK-SET 2-MATH-EP(M2)
建議題解

1.
d
d𝑥

(cot 5𝑥) = lim
ℎ→0

cot(5𝑥 + 5ℎ) − cot 5𝑥
ℎ

1M

= lim
ℎ→0

tan 5𝑥 − tan(5𝑥 + 5ℎ)
ℎ tan 5𝑥 tan(5𝑥 + 5ℎ)

= lim
ℎ→0

tan[5𝑥 − (5𝑥 + 5ℎ)] [1 + tan 5𝑥 tan(5𝑥 + 5ℎ)]
ℎ tan 5𝑥 tan(5𝑥 + 5ℎ) 1M

= lim
ℎ→0

tan(−5ℎ)
−5ℎ

−5[1 + tan 5𝑥 tan(5𝑥 + 5ℎ)]
tan 5𝑥 tan(5𝑥 + 5ℎ) 1M

=
−5(1 + tan2 5𝑥)

tan2 5𝑥
= −5 csc2 5𝑥 1A

2. (a) (1 + 𝑥)2(4 + 𝑎𝑥)5 = (1 + 2𝑥 + 𝑥2)(45 + 𝐶5
144𝑎𝑥 + 𝐶5

243𝑎2𝑥2 + 𝐶5
342𝑎3𝑥3 + . . .) 1M

= (1 + 2𝑥 + 𝑥2)(1024 + 1280𝑎𝑥 + 640𝑎2𝑥2 + 160𝑎3𝑥3 + . . .)

1(160𝑎3) + 2(640𝑎2) + 1(1280𝑎) = 3360 1M

𝑎3 + 8𝑎2 + 8𝑎 − 21 = 0

(𝑎 + 3)(𝑎2 + 5𝑎 − 7) = 0

𝑎 = −3 或 𝑎2 + 5𝑎 − 7 = 0

𝑎 = −3 或 − 6.14（捨去） 或 1.14（捨去） 1A

(b) 𝑥2的係數 = 1(640𝑎2) + 2(1280𝑎) + 1(1024) 1M

= −896 1A

3. (a)
∫

𝑥(ln 𝑥)2 d𝑥 =
𝑥2

2
(ln 𝑥)2 −

∫ (
𝑥2

2

)
(2) ln 𝑥

(
1
𝑥

)
d𝑥 1M+1A

=
𝑥2(ln 𝑥)2

2
−

∫
𝑥 ln 𝑥 d𝑥

=
𝑥2(ln 𝑥)2

2
− 𝑥2 ln 𝑥

2
+ 1

2

∫
𝑥2 × 1

𝑥
d𝑥 1M

=
𝑥2(ln 𝑥)2

2
− 𝑥2 ln 𝑥

2
+ 𝑥2

4
+常數 1A

(b) 體積 = 𝜋

∫ 𝑒

1
𝑥(ln 𝑥)2 d𝑥 1M

= 𝜋

[
𝑥2(ln 𝑥)2

2
− 𝑥2 ln 𝑥

2
+ 𝑥2

4

]𝑒
1

=
𝜋(𝑒2 − 1)

4
1A
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解 分

4. (a) △𝑂𝑃𝑄的面積 =
1
2
(𝑢)(𝑢𝑒2𝑢) = 1

2
𝑢2𝑒2𝑢。 1A

(b) 設 𝑣為 𝑃的 𝑦坐標。

𝑣 = 𝑢𝑒2𝑢

d𝑣
d𝑡

= 𝑒2𝑢 d𝑢
d𝑡

+ 2𝑢𝑒2𝑢 d𝑢
d𝑡

1M

當 𝑢 = 1，

−3 = (𝑒2 + 2𝑒2) d𝑢
d𝑡

d𝑢
d𝑡

= − 1
𝑒2

設 𝐴為 △𝑂𝑃𝑄的面積。

𝐴 =
1
2
𝑢2𝑒2𝑢

d𝐴
d𝑡

= (𝑢2𝑒2𝑢 + 𝑢𝑒2𝑢) d𝑢
d𝑡

1M+1M

當 𝑢 = 1，
d𝐴
d𝑡

= (𝑒2 + 𝑒2) d𝑢
d𝑡

= 2𝑒2
(
− 1
𝑒2

)
= −2

所求之率為 −2/s。 1A
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解 分

5. (a) 當 𝑛 = 1，

左式 = sin 𝜃，右式 =
sin2 𝜃

sin 𝜃
= sin 𝜃 =左式

對 𝑛 = 1，命題為真。 1

假設

𝑝∑
𝑘=1

sin(2𝑘 − 1)𝜃 =
sin2 𝑝𝜃

sin 𝜃
，其中 𝑝 ∈ Z+。 1

𝑝+1∑
𝑘=1

sin(2𝑘 − 1)𝜃 =
𝑝∑

𝑘=1
sin(2𝑘 − 1)𝜃 + sin(2𝑝 + 1)𝜃

=
sin2 𝑝𝜃

sin 𝜃
+ sin(2𝑝 + 1)𝜃 1

=
1

sin 𝜃
[sin2 𝑝𝜃 + sin(2𝑝 + 1)𝜃 sin 𝜃]

=
1

sin 𝜃

(
1 − cos(2𝑝𝜃)

2
+ cos(2𝑝𝜃) − cos(2𝑝 + 2)𝜃

2

)
1M

=
1

sin 𝜃
× 1 − cos(2𝑝 + 2)𝜃

2

=
sin2(𝑝 + 1)𝜃

sin 𝜃
對 𝑛 = 𝑝 + 1，命題為真。
藉數學歸納法，∀𝑛 ∈ Z+，命題為真。 1

(b)
234∑

𝑘=135
sin

(2𝑘 − 1)𝜋
9

= sin 𝜙

234∑
𝑘=1

sin
(2𝑘 − 1)𝜋

9
−

134∑
𝑘=1

sin
(2𝑘 − 1)𝜋

9
= sin 𝜙 1M

sin2 234𝜋
9

sin 𝜋
9

−
sin2 134𝜋

9
sin 𝜋

9
= sin 𝜙

0 −
sin2 (

15𝜋 − 𝜋
9
)

sin 𝜋
9

= sin 𝜙 1A

sin 𝜙 = − sin
𝜋

9
𝜙 = −𝜋

9
1A
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解 分

6. (a) 設 𝑥 = 𝑎 tan 𝜃。則 d𝑥 = 𝑎 sec2 𝜃 d𝜃。∫
1

𝑥2 + 𝑎2 d𝑥 =
∫

𝑎 sec2 𝜃

𝑎2 tan2 𝜃 + 𝑎2 d𝜃 1M+1A

=
1
𝑎
𝜃 +常數

=
1
𝑎

tan−1 𝑥

𝑎
+常數 1

(b) (i) 𝑡 = tan
𝜃

2

1 = sec2 𝜃

2
× 1

2
d𝜃
d𝑡

1A

d𝜃
d𝑡

=
2

1 + tan2 𝜃
2

=
2

1 + 𝑡2
1

(ii) 設 𝑡 = tan
𝜃

2
。則 d𝜃 =

2
1 + 𝑡2

d𝑡。

cos 𝜃 = 2 cos2 𝜃

2
− 1 =

2
1 + 𝑡2

− 1 =
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
。∫

1
2 + cos 𝜃

d𝜃 =
∫ 2

1+𝑡2

2 + 1−𝑡2

1+𝑡2

d𝑡 1M

=
∫

2
2 + 2𝑡2 + 1 − 𝑡2

d𝑡

= 2
∫

1
𝑡2 + 3

d𝑡

=
2
√

3
tan−1 𝑡

√
3
+常數 1M

=
2
√

3
tan−1 tan 𝜃

2√
3

+常數 1A

7. (a) 𝐴2 =

(
4 −7
3 −5

)
及 𝐴3 =

(
1 0
0 1

)
1M+1A

因此，𝑛的最小值為 3。 1A

(b) (i) 𝐴 + 𝐴2 + 𝐴3 =

(
0 0
0 0

)
1A

(ii)
335∑
𝑘=1

𝐴𝑘 = (𝐴 + 𝐴2 + 𝐴3) + 𝐴3(𝐴 + 𝐴2 + 𝐴3) + . . . + 𝐴333(𝐴 + 𝐴2) 1M

= 𝐴 + 𝐴2

= −𝐴3 = −𝐼 =
(
−1 0
0 −1

)
1M+1A
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解 分

8. (a) (i)

�������
1 1 1
1 −2 2
ℎ 2 −2

������� = 4 + 2ℎ + 2 + 2ℎ + 2 − 4

= 4ℎ + 4 1A
(𝐸)有唯一的解當 4ℎ + 4 ≠ 0，即 ℎ ≠ −1。 1A
因此，ℎ < −1或 ℎ > −1。

(ii) 𝑥 =

�������
2 1 1
3 −2 2
𝑘 2 −2

�������
4ℎ + 4

1M

=
4𝑘 + 12
4ℎ + 4

=
𝑘 + 3
ℎ + 1

1A

(b) 代 ℎ = −1，(𝐸) 的增廣矩陣為

©­­«
1 1 1 2
1 −2 2 3
−1 2 −2 𝑘

ª®®¬ ∼
©­­«
1 1 1 2
0 −3 1 1
0 3 −1 𝑘 + 2

ª®®¬ ∼
©­­«
1 1 1 2
0 −3 1 1
0 0 0 𝑘 + 3

ª®®¬ 1M

若 (𝐸) 有解，則 𝑘 = −3。 1A

設 𝑧 = 𝑡，則 𝑦 =
𝑡 − 1

3
及 𝑥 =

7 − 4𝑡
3
。

解集為

{(
7 − 4𝑡

3
,
𝑡 − 1

3
, 𝑡

)
: 𝑡 ∈ R

}
。 1A
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解 分

9. (a) 垂直漸近線為 𝑥 = −1及 𝑥 = 3。 1A+1A
水平漸近線為 𝑦 = 2。 1A

(b) 𝑓 ′(𝑥) = − 1
(𝑥 + 1)2 + 1

(𝑥 − 3)2 1A

當 𝑓 ′(𝑥) = 0，

− 1
(𝑥 + 1)2 + 1

(𝑥 − 3)2 = 0 1M

(𝑥 − 3)2 = (𝑥 + 1)2

−8𝑥 + 8 = 0

𝑥 = 1

𝑥 𝑥 < −1 −1 < 𝑥 < 1 1 < 𝑥 < 3 𝑥 > 3

𝑓 ′(𝑥) − − + +
1M

極小點為 (1, 𝑓 (1))，即 (1, 3)。 1A

(c) (i) 𝑓 ′′ (𝑥) = 2
(𝑥 + 1)3 − 2

(𝑥 − 3)3 1A

(ii) 當 𝑓 ′′(𝑥) = 0，
2

(𝑥 + 1)3 =
2

(𝑥 − 3)3 1M

(𝑥 − 3)3 = (𝑥 + 1)3

𝑥 − 3 = 𝑥 + 1

無解。 1M
同意該宣稱。 1A

(d) 𝑆 =
∫ 𝑘

4

[
2 −

(
2 + 1

𝑥 + 1
− 1
𝑥 − 3

)]
d𝑥 1M

=

[
− ln |𝑥 + 1| + ln |𝑥 − 3|

] 𝑘
4

1M

= ln
𝑘 − 3
𝑘 + 1

+ ln 5

由於 𝑘 > 4，0 <
𝑘 − 3
𝑘 + 1

< 1，故此 ln
𝑘 − 3
𝑘 + 1

< 0。

因此，𝑆 = ln
𝑘 − 3
𝑘 + 1

+ ln 5 < ln 5。 1
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解 分

10. (a) det 𝐵 = cos2 𝜃 + sin2 𝜃 = 1

𝐵−1 =

(
cos 𝜃 sin 𝜃
− sin 𝜃 cos 𝜃

)
1M+1A

𝐶 =

(
cos 𝜃 sin 𝜃
− sin 𝜃 cos 𝜃

) (
4 1
1 4

) (
cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

)
=

(
4 cos 𝜃 + sin 𝜃 cos 𝜃 + 4 sin 𝜃
−4 sin 𝜃 + cos 𝜃 − sin 𝜃 + 4 cos 𝜃

) (
cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

)
1M

=

(
4 cos2 𝜃 + 2 sin 𝜃 cos 𝜃 + 4 sin2 𝜃 − sin2 𝜃 + cos2 𝜃

cos2 𝜃 − sin2 𝜃 4 sin2 𝜃 − 2 sin 𝜃 cos 𝜃 + 4 cos2 𝜃

)
=

(
4 + sin 2𝜃 cos 2𝜃

cos 2𝜃 4 − sin 2𝜃

)
1

(b) (i) 若 𝐶 為對角矩陣，

cos 2𝜃 = 0 1A

2𝜃 =
𝜋

2

故此，𝐶 =

(
5 0
0 3

)
。 1A

(ii) 𝐶𝑛 = 𝜆𝐶 + 𝜇𝐼(
5𝑛 0
0 3𝑛

)
=

(
5𝜆 + 𝜇 0

0 3𝜆 + 𝜇

)
1M

故此，


5𝜆 + 𝜇 = 5𝑛

3𝜆 + 𝜇 = 3𝑛
。 1M

求解後，可得 𝜆 =
5𝑛 − 3𝑛

2
及 𝜇 =

5(3𝑛) − 3(5𝑛)
2

。 1A

(iii) (𝐵−1𝐴𝐵)𝑛 = 𝜆𝐵−1𝐴𝐵 + 𝜇𝐼

𝐵−1𝐴𝑛𝐵 = 𝜆𝐵−1𝐴𝐵 + 𝜇𝐼 1M

𝐴𝑛 = 𝐵(𝜆𝐵−1𝐴𝐵 + 𝜇𝐼)𝐵−1

= 𝜆𝐴 + 𝜇𝐼 1A

=
1
2

(
5𝑛 + 3𝑛 5𝑛 − 3𝑛

5𝑛 − 3𝑛 5𝑛 + 3𝑛

)
1A
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解 分

11. (a) tan
𝜋

12
= tan

(𝜋
3
− 𝜋

4

)
=

tan 𝜋
3 − tan 𝜋

4
1 + tan 𝜋

3 tan 𝜋
4

1M

=

√
3 − 1

1 +
√

3
×
√

3 − 1
√

3 − 1
= 2 −

√
3 1

(b) 設 𝑢 =
𝜋

4
− 𝑥。則 d𝑢 = − d𝑥。 1M∫ 𝜋
6

𝜋
12

𝑓
[
cos

(𝜋
4
− 𝑥

)]
d𝑥 = −

∫ 𝜋
12

𝜋
6

𝑓 (cos 𝑢) d𝑢

=
∫ 𝜋

6

𝜋
12

𝑓 (cos 𝑢) d𝑢

=
∫ 𝜋

6

𝜋
12

𝑓 (cos 𝑥) d𝑥 1

(c) 利用 (b)的結果。∫ 𝜋
6

𝜋
12

ln
[
cos

(𝜋
4
− 𝑥

)]
d𝑥 −

∫ 𝜋
6

𝜋
12

ln(cos 𝑥) d𝑥 = 0 1M∫ 𝜋
6

𝜋
12

ln
cos 𝜋

4 cos 𝑥 + sin 𝜋
4 sin 𝑥

cos 𝑥
d𝑥 = 0 1M∫ 𝜋

6

𝜋
12

ln
1 + tan 𝑥

√
2

d𝑥 = 0∫ 𝜋
6

𝜋
12

ln(1 + tan 𝑥) d𝑥 =
1
2

ln 2
∫ 𝜋

6

𝜋
12

d𝑥 1M

=
1
2

ln 2
[
𝑥

] 𝜋
6

𝜋
12

=
𝜋 ln 2

24
1A
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解 分

(d) 留意
d
d𝑥

ln(1 + tan 𝑥) = sec2 𝑥

1 + tan 𝑥
。∫ 𝜋

6

𝜋
12

𝑥 sec2 𝑥

1 + tan 𝑥
d𝑥 =

[
𝑥 ln(1 + tan 𝑥)

] 𝜋
6

𝜋
12

−
∫ 𝜋

6

𝜋
12

ln(1 + tan 𝑥) d𝑥 1M

=
𝜋

6
ln

(
1 + 1

√
3

)
− 𝜋

12
ln

(
1 + (2 −

√
3)

)
− 𝜋 ln 2

24
1M

=
𝜋

24
ln


(√

3+1√
3

)4

(3 −
√

3)2(2)

 1A

=
𝜋

24
ln

(
(4 + 2

√
3)2

18(12 − 6
√

3)
× 2 +

√
3

2 +
√

3

)
=

𝜋

24
ln

(28 + 16
√

3)(2 +
√

3)
108

=
𝜋

24
ln

104 + 60
√

3
108

=
𝜋

24
ln

(
26
27

+ 5
9
√

3
)

因此，𝑎 =
26
27
及 𝑏 =

5
9
。 1A
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解 分

12. (a) (i)
−−→
𝐴𝐵 = −i + 5j − 3k及 −−→

𝐴𝐶 = −7i + 3j + k。

−−→
𝐴𝐵 × −−→

𝐴𝐶 =

�������
i j k
−1 5 −3
−7 3 1

������� 1M

= 14i + 22j + 32k 1A

(ii)
−−→
𝐷𝐴 = i − 7j + 4k
−−→
𝐷𝐸 =

−−→
𝐷𝐴 · (14i + 22j + 32k)

|14i + 22j + 32k|2
(14i + 22j + 32k) 1M

= − 7
71
i − 11

71
j − 16

71
k 1A

(b) (i)
−−→
𝐵𝐶 = −6i − 2j + 4k
設

−−→
𝐵𝐹 = 𝑡

−−→
𝐵𝐶。

−−→
𝐷𝐹 = (1 − 𝑡)−−→𝐷𝐵 + 𝑡

−−→
𝐷𝐶 1M

= −6𝑡i + (−2 − 2𝑡)j + (1 + 4𝑡)k
0 =

−−→
𝐷𝐹 · −−→𝐵𝐶 1M

= (−6𝑡) (−6) + (−2 − 2𝑡) (−2) + (1 + 4𝑡) (4)

𝑡 = −1
7

因此，
−−→
𝐷𝐹 =

6
7
i − 12

7
j + 3

7
k。 1A

(ii) −−→
𝐸𝐹 =

−−→
𝐷𝐹 − −−→

𝐷𝐸 1M

=
475
497

i − 775
497

j + 325
497

k
−−→
𝐵𝐶 · −−→𝐸𝐹 = −6

(
475
497

)
− 2

(
−775

497

)
+ 4

(
325
497

)
= 0

因此，
−−→
𝐵𝐶 垂直於

−−→
𝐸𝐹。 1A

(c) 所求之角為 ∠𝐷𝐹𝐸。 1M
−−→
𝐷𝐹 · −−→𝐸𝐹 = (𝐷𝐹)(𝐸𝐹) cos∠𝐷𝐹𝐸 1M

1875
497

=
3
√

21
7

· 25
√

1491
497

cos∠𝐷𝐹𝐸

cos∠𝐷𝐹𝐸 =
25

3
√

71

∠𝐷𝐹𝐸 = cos−1 25
3
√

71
1A
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