
解 分

REG-2324-MOCK-SET 8-MATH-EP(M2)
建議題解

1. 𝑓 ′(2) = lim
ℎ→0

𝑓 (2 + ℎ) − 𝑓 (2)
ℎ 1M

= lim
ℎ→0

3+ℎ
√1−ℎ

− 3
ℎ

= lim
ℎ→0

3 + ℎ − 3√1 − ℎ
ℎ√1 − ℎ

× 3 + ℎ + 3√1 − ℎ
3 + ℎ + 3√1 − ℎ

1M

= lim
ℎ→0

(3 + ℎ)2 − 9(1 − ℎ)
ℎ√1 − ℎ(3 + ℎ + 3√1 − ℎ)

= lim
ℎ→0

15ℎ + ℎ2

ℎ√1 − ℎ(3 + ℎ + 3√1 − ℎ)
= lim

ℎ→0
15 + ℎ

√1 − ℎ(3 + ℎ + 3√1 − ℎ)
1M

= 15
3 + 3

= 5
2 1A

2. (2𝑥2 + 1
𝑘𝑥 )

8
− (𝑥 + 2)8

=
8

∑
𝑟=0

𝐶8𝑟 (2𝑥2)8−𝑟 ( 1
𝑘𝑥 )

𝑟
−

8
∑
𝑝=0

𝐶8𝑝28−𝑝𝑥𝑝 1M

=
8

∑
𝑟=0

𝐶8𝑟 28−𝑟𝑘−𝑟𝑥16−3𝑟 −
8

∑
𝑝=0

𝐶8𝑝28−𝑝𝑥𝑝 1A

代 16 − 3𝑟 = 7，可得 𝑟 = 3。 1A

208 = 𝐶8
325𝑘−3 − 𝐶8

728−7 1M

208 = 1792
𝑘3 − 16

𝑘 = 2 1A
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解 分

3. 當 𝑛 = 1，
左式 = 1

(1 + 1)(1 + 3) = 1
8

右式 = 1(5 + 13)
12(1 + 2)(1 + 3) = 1

8 =左式
對 𝑛 = 1，命題為真。 1

假設
𝑝

∑
𝑟=1

1
(𝑟 + 1)(𝑟 + 3) = 𝑝(5𝑝 + 13)

12(𝑝 + 2)(𝑝 + 3)，其中 𝑝 ∈ Z+。 1

𝑝+1
∑
𝑟=1

1
(𝑟 + 1)(𝑟 + 3)

=
𝑝

∑
𝑟=1

1
(𝑟 + 1)(𝑟 + 3) + 1

(𝑝 + 2)(𝑝 + 4)

= 𝑝(5𝑝 + 13)
12(𝑝 + 2)(𝑝 + 3) + 1

(𝑝 + 2)(𝑝 + 4) 1M

= 𝑝(5𝑝 + 13)(𝑝 + 4) + 12(𝑝 + 3)
12(𝑝 + 2)(𝑝 + 3)(𝑝 + 4)

= 5𝑝3 + 33𝑝2 + 64𝑝 + 36
12(𝑝 + 2)(𝑝 + 3)(𝑝 + 4) 1A

= (𝑝 + 1)(5𝑝 + 18)(𝑝 + 2)
12(𝑝 + 2)(𝑝 + 3)(𝑝 + 4)

= (𝑝 + 1)(5𝑝 + 18)
12(𝑝 + 3)(𝑝 + 4)

對 𝑛 = 𝑝 + 1，命題為真。
藉數學歸納法，∀𝑛 ∈ Z+，命題為真。 1

4. (a) tan(𝛼 + 𝛽)(tan 𝛼 + tan 𝛽) + 2 = tan 𝛼 + tan 𝛽
1 − tan 𝛼 tan 𝛽(tan 𝛼 + tan 𝛽) + 2 1M

= (tan 𝛼 + tan 𝛽)2 + 2(1 − tan 𝛼 tan 𝛽)
1 − tan 𝛼 tan 𝛽

= (tan2 𝛼 + 1) + (tan2 𝛽 + 1)
1 − tan 𝛼 tan 𝛽

= sec2 𝛼 + sec2 𝛽
1 − tan 𝛼 tan 𝛽 1

(b) tan (𝜃 + 𝜋
4 ) (tan 𝜃 + tan 𝜋

4 ) = −8

tan (𝜃 + 𝜋
4 ) (tan 𝜃 + tan 𝜋

4 ) + 2 = −6
sec2 𝜃 + sec2 𝜋

4
1 − tan 𝜃 tan 𝜋

4
= −6 1M

sec2 𝜃 + 2 = −6 + 6 tan 𝜃
(tan2 𝜃 + 1) + 2 = −6 + 6 tan 𝜃

tan2 𝜃 − 6 tan 𝜃 + 9 = 0 1A

tan 𝜃 = 3
𝜃 ≈ 1.25 或 4.39 1A

REG-2324-MOCK-SET 8-MATH-EP(M2)-MS-2 2 Dexter Mathematics @ Beacon College



解 分

5. (a) ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑀 = 1
2

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑃 = 3i + j 1A

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑁 = 4
5

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑃 + 1
5

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑄

= 24
5 i + 18

5 j 1A

(b) 留意 𝑄𝐻𝑀 及 𝑂𝐻𝑁 均為直線。
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑃𝑄 = ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑄 − ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑃

= −6i + 8j
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑄𝑀 = ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑀 − ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑄

= 3i − 9j
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑃𝑄 ⋅ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑁 = (−6) (24

5 ) + 8 (18
5 )

= 0 1A
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑄𝑀 ⋅ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑃 = (3)(6) + (−9)(2)

= 0 1A
可得 𝑃𝑄 ⟂ 𝑂𝑁 及 𝑄𝑀 ⟂ 𝑂𝑃。
因此，𝐻 為垂心。 1

6. (a) det[(𝐴𝐵)−1] =
∣∣∣∣
2 3
4 8

∣∣∣∣
= 4 1A

4 = det[(𝐴𝐵)−1]
= det(𝐵−1𝐴−1)
= det(𝐵−1) det(𝐴−1) 1M

= 1
det 𝐵 × (1)

det 𝐵 = 1
4 1A

(b) 𝐵−1𝐴−1 = (𝐴𝐵)−1 = ⎛⎜
⎝

2 3
4 8

⎞⎟
⎠

𝐵−1 = 𝐵−1𝐴−1𝐴 1M

= ⎛⎜
⎝

2 3
4 8

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

2 3
1 2

⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

7 12
16 28

⎞⎟
⎠

1A

𝐵 = (𝐵−1)−1

= 1
4

⎛⎜
⎝

28 −12
−16 7

⎞⎟
⎠

1A
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解 分

7. (a) ∫ 𝑥2𝑒−𝑘𝑥 d𝑥 = −1
𝑘 𝑥2𝑒−𝑘𝑥 + 2

𝑘 ∫ 𝑥𝑒−𝑘𝑥 d𝑥 1M

= −1
𝑘 𝑥2𝑒−𝑘𝑥 − 2

𝑘2 𝑥𝑒−𝑘𝑥 + 2
𝑘2 ∫ 𝑒−𝑘𝑥 d𝑥 1A

= −1
𝑘 𝑥2𝑒−𝑘𝑥 − 2

𝑘2 𝑥𝑒−𝑘𝑥 − 2
𝑘3 𝑒−𝑘𝑥 +常數 1A

(b) 體積 = 𝜋∫
3

1
(𝑥𝑒−2𝑥)2 d𝑥 1M

= 𝜋∫
3

1
𝑥2𝑒−4𝑥 d𝑥

= 𝜋[ − 1
4𝑥2𝑒−4𝑥 − 2

42 𝑥𝑒−4𝑥 − 2
43 𝑒−4𝑥]

3

1
1M

= 𝜋 (13
32𝑒−4 − 85

32𝑒−12) 1A
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解 分

8. (a) 𝑃在曲線 𝐶上。可得 𝑢2 − 𝑣2

4 = 1。
𝑂𝑃 = √𝑢2 + 𝑣2

= √𝑢2 + 4(𝑢2 − 1) 1M

= √5𝑢2 − 4
d𝑂𝑃
d𝑡 = 1

2(5𝑢2 − 4)− 1
2 (10𝑢)d𝑢

d𝑡 1M

= 5𝑢
√5𝑢2 − 4

d𝑢
d𝑡

當 𝑢 = 5及 d𝑂𝑃
d𝑡 = −3，

−3 = 5(5)
√5(5)2 − 4

d𝑢
d𝑡

d𝑢
d𝑡 = −33

25 1A

所求變率為 −33
25 /s。

(b) 設 𝐴為△𝑂𝑃𝑄的面積。

𝐴 = 1
2𝑢(2√𝑢2 − 1) 1M

= 𝑢√𝑢2 − 1
d𝐴
d𝑡 = [√𝑢2 − 1 + 1

2𝑢(𝑢2 − 1)− 1
2 (2𝑢)] d𝑢

d𝑡 1M

= [√𝑢2 − 1 + 𝑢2

√𝑢2 − 1
] d𝑢

d𝑡

當 𝑢 = 5及 d𝑢
d𝑡 = −33

25，

d𝐴
d𝑡 = [√52 − 1 + 52

√52 − 1
] (−33

25)

−1617√6
300 1A

所求變率為 −1617√6
300 /s。
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解 分

9. (a) 𝑓 (𝑥) = −𝑥(𝑥 − 𝑝)2 + 𝑞𝑥2

= −𝑥3 + (2𝑝 + 𝑞)𝑥2 − 𝑝2𝑥
𝑓 ′(𝑥) = −3𝑥2 + 2(2𝑝 + 𝑞)𝑥 − 𝑝2 1A
𝑓 ′(1) = 0 = −3(−1)2 + 2(2𝑝 + 𝑞)(−1) − 𝑝2 1M

0 = 𝑝2 + 4𝑝 + 2𝑞 + 3

𝑓 ′ (−1
3) = 0 = −3 (−1

3)
2

+ 2(2𝑝 + 𝑞) (−1
3) − 𝑝2

0 = 3𝑝2 + 4𝑝 + 2𝑞 + 1
求解後，可得

0 = (3𝑝2 + 4𝑝 + 2𝑞 + 1) − (𝑝2 + 4𝑝 + 2𝑞 + 3) 1M

0 = 2𝑝2 − 2
𝑝 = ±1

可得 (𝑝, 𝑞) = (1, −4)或 (−1, 0)。 1A+1A

(b) 可得 𝑝 = 1, 𝑞 = −4及 𝑓 (𝑥) = −𝑥3 + 6𝑥2 − 𝑥。
當 𝑓 ′(𝑥) = 0，𝑥 = −1或 −1

3。

𝑥 𝑥 < −1 −1 < 𝑥 < −1
3 𝑥 > −1

3
𝑓 ′(𝑥) − + −

1M

極大點為 (−1
3, 4

27)。 1A

極小點為 (−1, 0)。 1A
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解 分

10. (a) (i) Δ =
∣∣∣∣∣∣

1 1 −𝑎
𝑎 2𝑎 + 7 −5
1 3 −2

∣∣∣∣∣∣
= −𝑎2 + 5𝑎 − 4 1A

= −(𝑎 − 1)(𝑎 − 4)
(𝐸)有唯一解。可得 Δ ≠ 0。 1M
因此，𝑎 ≠ 1及 𝑎 ≠ 4。 1A
當 𝑎 ≠ 1及 𝑎 ≠ 4，

𝑥 =

∣∣∣∣∣∣

−1 1 −𝑎
𝑏 2𝑎 + 7 −5
0 3 −2

∣∣∣∣∣∣
−(𝑎 − 1)(𝑎 − 4) 1M

= 3𝑎𝑏 − 4𝑎 − 2𝑏 + 1
(𝑎 − 1)(𝑎 − 4) 1A

𝑦 =

∣∣∣∣∣∣

1 −1 −𝑎
𝑎 𝑏 −5
1 0 −2

∣∣∣∣∣∣
−(𝑎 − 1)(𝑎 − 4)

= −𝑎𝑏 + 2𝑎 + 2𝑏 − 5
(𝑎 − 1)(𝑎 − 4)

𝑧 =

∣∣∣∣∣∣

1 1 −1
𝑎 2𝑎 + 7 𝑏
1 3 0

∣∣∣∣∣∣
−(𝑎 − 1)(𝑎 − 4)

= 𝑎 + 2𝑏 − 7
(𝑎 − 1)(𝑎 − 4) 1A

(ii) (𝐸)的增廣矩陣為

⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1 −1 −1
1 9 −5 𝑏
1 3 −2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

∼
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1 −1 −1
0 8 −4 𝑏 + 1
0 2 −1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

∼
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1 −1 −1
0 8 −4 𝑏 + 1
0 0 0 3

4 − 𝑏
4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

由於 (𝐸)有解，可得 𝑏 = 3。 1A
(𝐸)的增廣矩陣為

⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1 −1 −1
0 8 −4 4
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

∼
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1 −1 −1
0 2 −1 1
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

解集為 {(𝑡 − 3
2 , 1 + 𝑡

2 , 𝑡) ∶ 𝑡 ∈ ℝ}。 1A

(b) (𝐹)的首三條方程等價於 (𝐸)，其中 𝑎 = 1及 𝑏 = 3。 1A

(𝐹)的首三條方程的解集為 {(𝑡 − 3
2 , 1 + 𝑡

2 , 𝑡) ∶ 𝑡 ∈ ℝ}。

7 (𝑡 − 3
2 ) − 𝜆 (1 + 𝑡

2 ) − 𝜇𝑡 = −4𝜆 1M

(7 − 𝜆 − 2𝜇)𝑡 + (−21 + 7𝜆) = 0 1M
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解 分

若 (𝐹)有無限多個解，
⎧{
⎨{⎩
7 − 𝜆 − 2𝜇 = 0 1M

−21 + 7𝜆 = 0
求解後，可得 𝜆 = 3及 𝜇 = 2。 1A
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解 分

11. (a) 設 𝑢 = 𝜋
3 − 𝑥。則 d𝑢 = − d𝑥。 1M

∫
𝜋
4

𝜋
12

ln [cos (𝜋
3 − 𝑥)] d𝑥 = −∫

𝜋
12

𝜋
4

ln(cos 𝑢) d𝑢

= ∫
𝜋
4

𝜋
12

ln(cos 𝑢) d𝑢 1M

= ∫
𝜋
4

𝜋
12

ln(cos 𝑥) d𝑥 1

(b) ∫
𝜋
4

𝜋
12

ln [cos (𝜋
3 − 𝑥)] = ∫

𝜋
4

𝜋
12

ln(cos 𝑥) d𝑥

∫
𝜋
4

𝜋
12

ln (cos 𝜋
3 cos 𝑥 + sin 𝜋

3 sin 𝑥) d𝑥 = ∫
𝜋
4

𝜋
12

ln(cos 𝑥) d𝑥 1M

∫
𝜋
4

𝜋
12

ln ⎛⎜
⎝

1
2 cos 𝑥 +

√3
2 sin 𝑥⎞⎟

⎠
d𝑥 = ∫

𝜋
4

𝜋
12

ln(cos 𝑥) d𝑥

∫
𝜋
4

𝜋
12

ln ⎛⎜
⎝

cos 𝑥 + √3 sin 𝑥
2

⎞⎟
⎠

d𝑥 − ∫
𝜋
4

𝜋
12

ln(cos 𝑥) d𝑥 = 0

∫
𝜋
4

𝜋
12

ln cos 𝑥 + √3 sin 𝑥
cos 𝑥 d𝑥 = ln 2∫

𝜋
4

𝜋
12

d𝑥 1M

∫
𝜋
4

𝜋
12

ln(1 + √3 tan 𝑥) d𝑥 = ln 2[𝑥]
𝜋
4

𝜋
12

∫
𝜋
4

𝜋
12

ln(1 + √3 tan 𝑥) d𝑥 = 𝜋 ln 2
6 1A

(c) (i) tan 𝜋
12 = tan (𝜋

3 − 𝜋
4 )

= tan 𝜋
3 − tan 𝜋

4
1 + tan 𝜋

3 tan 𝜋
4

1M

√3 − 1
1 + √3

×
√3 − 1
√3 − 1

= 3 − 2√3 + 1
3 − 1

= 2 − √3 1

(ii) 留意 d
d𝑥 [ln(1 + √3 tan 𝑥)] =

√3 sec2 𝑥
1 + √3 tan 𝑥

。
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解 分

∫
𝜋
4

𝜋
12

𝑥 sec2 𝑥
1 + √3 tan 𝑥

d𝑥

=[ 1
√3

𝑥 ln(1 + √3 tan 𝑥)]
𝜋
4

𝜋
12

− 1
√3

∫
𝜋
4

𝜋
12

ln(1 + √3 tan 𝑥) d𝑥 1M

= 𝜋
4√3

ln (1 + √3 tan 𝜋
4 ) − 𝜋

12√3
ln (1 + √3 tan 𝜋

12) − 𝜋 ln 2
6√3

1M

= 3√3𝜋
36 ln(1 + √3) −

√3𝜋
36 ln[1 + √3(2 − √3)] − 2√3𝜋 ln 2

36 1M

=
√3𝜋
36 ln ⎡⎢

⎣
(1 + √3)3

(2√3 − 2)(22)
⎤⎥
⎦

=
√3𝜋
36 ln (1 + √3)4

8(√3 − 1)(√3 + 1)

=
√3𝜋
36 ln 1 + 4√3 + 6(3) + 4(3√3) + 9

8(3 − 1)

=
√3𝜋
36 ln 7 + 4√3

4 1
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解 分

12. (a) 0 = ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐴 ⋅ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐵 1M

0 = 𝜆(1) + 1(2) + 𝜇(−1)
0 = 𝜆 − 𝜇 + 2

及 0 = ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐴 ⋅ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐶
0 = (𝜆)(−3) + 1(0) + 𝜇(1)
0 = −3𝜆 + 𝜇

求解後，可得 𝜆 = 1及 𝜇 = 3。 1A+1A

(b) (i) ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 = j − 4k及 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐶 = −4i − j − 2k。

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 × ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐶 =
∣∣∣∣∣∣

i j k
0 1 −4

−4 −1 −2

∣∣∣∣∣∣
= −6i + 16j + 4k 1A

(ii) 設 n = 1
2(⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 × ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐶) = −3i + 8j + 2k。

設 𝐸為平面 𝐴𝐵𝐶上的一點使得 𝑂𝐸垂直於平面 𝐴𝐵𝐶。
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐸 =

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐴 ⋅ n
n ⋅ n (n) 1M

= 11
77(−3i + 8j + 2k)

= −3
7 i + 8

7 j + 2
7k

所求距離 = 𝑂𝐸

= √(−3
7)

2
+ (8

7)
2

+ (2
7)

2
1M

= √11
7 1A

(iii) sin 𝜃 = 𝑂𝐸
𝑂𝐴 1M

=
√11

7
√12 + 12 + 32

𝜃 = sin−1 1
√7

1A

(c) 𝐷與 (b)中的 𝐸為同一點，且 𝜃 = ∠𝑂𝐴𝐷。
設 𝐹 為 𝐵𝐶的中點。
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐹 = 1

2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 + 1

2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐶

= −2i − 3k 1A
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑂 ⋅ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐹 = (𝐴𝑂)(𝐴𝐹) cos ∠𝑂𝐴𝐹 1M

(−1)(−2) + 0 + (−3)(−3) = √11√13 cos ∠𝑂𝐴𝐹

cos ∠𝑂𝐴𝐹 =
√11
√13

sin ∠𝑂𝐴𝐹 =
√13 − 11

√13

=
√2
√13

≠ 1
√7

可得 ∠𝑂𝐴𝐹 ≠ ∠𝑂𝐴𝐷。由此，𝐴、𝐷、𝐹 不共線。
不同意該宣稱。 1A
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解 分

13. (a) 𝑀2 = ⎛⎜
⎝

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

𝑎2 + 𝑏𝑐 𝑎𝑏 + 𝑏𝑑
𝑎𝑐 + 𝑐𝑑 𝑏𝑐 + 𝑑2

⎞⎟
⎠

1M

tr(𝑀) + (det 𝑀)𝐼 = (𝑎 + 𝑑) ⎛⎜
⎝

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

⎞⎟
⎠

+ (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) ⎛⎜
⎝

1 0
0 1

⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

𝑎2 + 𝑏𝑐 𝑎𝑏 + 𝑏𝑑
𝑎𝑐 + 𝑐𝑑 𝑏𝑐 + 𝑑2

⎞⎟
⎠

因此，𝑀2 = tr(𝑀) + (det 𝑀)𝐼。 1

(b) 𝑀𝑁 = ⎛⎜
⎝

𝑎𝑒 + 𝑏𝑔 𝑎𝑓 + 𝑏ℎ
𝑐𝑒 + 𝑑𝑔 𝑐𝑓 + 𝑑ℎ

⎞⎟
⎠

1M

𝑁𝑀 = ⎛⎜
⎝

𝑎𝑒 + 𝑐𝑓 𝑏𝑒 + 𝑑𝑓
𝑎𝑔 + 𝑐ℎ 𝑏𝑔 + 𝑑ℎ

⎞⎟
⎠

tr(𝑀𝑁) = 𝑎𝑒 + 𝑏𝑔 + 𝑐𝑓 + 𝑑ℎ
tr(𝑁𝑀) = 𝑎𝑒 + 𝑐𝑓 + 𝑏𝑔 + 𝑑ℎ = tr(𝑀𝑁) 1

(c) (i) tr(𝐵𝐴𝐵−1) = tr[𝐵(𝐴𝐵−1)]
= tr[(𝐴𝐵−1)𝐵] 1M

= tr(𝐴)

tr(𝐴) = tr ⎛⎜
⎝

−1 0
0 2

⎞⎟
⎠

= 1 1A

det(𝐵𝐴𝐵−1) = −2
(det 𝐵)(det 𝐴)(det 𝐵−1) = −2 1M

[det(𝐵𝐵−1)](det 𝐴) = −2
det 𝐴 = −2 1A

(ii) 當 𝑛 = 1，
右式 = (−1)2 + 2

3 𝐴 + (−1) ⋅ 2 + 2
3 𝐼 = 𝐴 =左式

對 𝑛 = 1，命題為真。 1

假設 𝐴𝑘 = (−1)𝑘+1 + 2𝑘

3 𝐴 + (−1)𝑘 ⋅ 2 + 2𝑘

3 𝐼，其中 𝑘 ∈ ℤ+。 1

𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘𝐴

= [(−1)𝑘+1 + 2𝑘

3 𝐴 + (−1)𝑘 ⋅ 2 + 2𝑘

3 𝐼] 𝐴 1M

= (−1)𝑘+1 + 2𝑘

3 (𝐴 + 2𝐼) + (−1)𝑘 ⋅ 2 + 2𝑘

3 𝐴 1M

= [(−1)𝑘+1 + 2𝑘] + (−1)𝑘 ⋅ 2 + 2𝑘

3 𝐴 + (−1)𝑘+1 ⋅ 2 + 2𝑘+1

3 𝐼

= (−1)𝑘+1(1 − 2) + 2 ⋅ 2𝑘

3 𝐴 + (−1)𝑘+1 ⋅ 2 + 2𝑘+1

3 𝐼

= (−1)𝑘+2 + 2𝑘+1

𝐴 + (−1)𝑘+1 ⋅ 2 + 2𝑘+1

3 𝐼 1

對 𝑛 = 𝑘 + 1，命題為真。
藉數學歸納法，∀𝑛 ∈ ℤ+，命題為真。 1
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