
1. (a) 在 △𝑂𝐴𝑌 中， 𝑦

sin 𝜃
=

𝑂𝑌

sin∠𝑂𝐴𝑌。 1M

在 △𝑂𝐵𝑌 中， 1 − 𝑦
sin 3𝜃

=
𝑂𝑌

sin∠𝑂𝐵𝑌。 1M
由於 ∠𝑂𝐴𝑌 = ∠𝑂𝐵𝑌 （等腰 △底角）

𝑦

sin 𝜃
=

1 − 𝑦
3 sin 𝜃 − 4 sin3 𝜃

1M

3𝑦 − 4𝑦 sin2 𝜃 = 1 − 𝑦
4𝑦(1 − sin2 𝜃) = 1

𝑦 =
1
4

sec2 𝜃 1

(b) 由於 0◦ < 4𝜃 < 180◦，可得 1M

0 < 𝜃 < 45◦

1
4

sec2 0◦ < 𝑦 <
1
4

sec2 45◦

1
4
< 𝑦 <

1
2

1A

2. (a)
tan 𝜃

1 − cot 𝜃
+ cot 𝜃

1 − tan 𝜃

=
tan3 𝜃

tan 𝜃 (tan 𝜃 − 1) +
1

tan 𝜃 (1 − tan 𝜃) 1M

=
tan3 𝜃 − 1

tan 𝜃 (tan 𝜃 − 1)

=
(tan 𝜃 − 1) (tan2 𝜃 + tan 𝜃 + 1)

tan 𝜃 (tan 𝜃 − 1) 1M

=
sec2 𝜃 + tan 𝜃

tan 𝜃
= 1 + sec 𝜃 csc 𝜃 1

(b)
tan 𝜃

1 − cot 𝜃
+ cot 𝜃

1 − tan 𝜃
= 5

1 + sec 𝜃 csc 𝜃 = 5
2

sin 2𝜃
= 4 1M

sin 2𝜃 =
1
2

2𝜃 =
5𝜋
6

𝜃 =
5𝜋
12

1A

1



3. (a)
sin 2𝑥

1 + cos 2𝑥
=

2 sin 𝑥 cos 𝑥
1 + (2 cos2 𝑥 − 1)

1M

=
sin 𝑥
cos 𝑥

= tan 𝑥 1

(b)
sin 8𝑦 cos 4𝑦 cos 2𝑦

(1 + cos 8𝑦) (1 + cos 4𝑦)(1 + cos 2𝑦) = tan 4𝑦 · cos 4𝑦 cos 2𝑦
(1 + cos 4𝑦) (1 + cos 2𝑦) 1M

=
sin 4𝑦 cos 2𝑦

(1 + cos 4𝑦) (1 + cos 2𝑦) 1M

= tan 2𝑦 · cos 2𝑦
1 + cos 2𝑦

=
sin 2𝑦

1 + cos 2𝑦
= tan 𝑦 1

4. (a) (i) tan 3𝑥 =
tan 2𝑥 + tan 𝑥

1 − tan 𝑥 tan 2𝑥
1M

=
2 tan 𝑥

1−tan2 𝑥
+ tan 𝑥

1 − 2 tan2 𝑥
1−tan2 𝑥

=
2 tan 𝑥 + tan 𝑥(1 − tan2 𝑥)

1 − tan2 𝑥 − 2 tan2 𝑥

=
3 tan 𝑥 − tan3 𝑥

1 − 3 tan2 𝑥
1

(ii) tan 𝑥 tan(60◦ − 𝑥) tan(60◦ + 𝑥)

= tan 𝑥
(

tan 60◦ − tan 𝑥
1 + tan 60◦ tan 𝑥

) (
tan 60◦ + tan 𝑥

1 − tan 60◦ tan 𝑥

)
= tan 𝑥 ×

√
3 − tan 𝑥

1 −
√

3 tan 𝑥
×

√
3 + tan 𝑥

1 +
√

3 tan 𝑥
1M

=
3 tan 𝑥 − tan3 𝑥

1 − 3 tan2 𝑥

= tan 3𝑥 1

(b) tan 5◦ tan(60◦ − 5◦) tan(60◦ + 5◦) = tan[3(5◦)] 1M

tan 5◦ tan 55◦ tan 65◦ = 15◦(
1

tan 85◦

)
tan 55◦ tan 65◦ =

1
tan 75◦

tan 55◦ tan 65◦ tan 75◦ = tan 15◦ 1

2



5. (a) sin2 𝑥 cos2 𝑥 =
sin2 2𝑥

4
1M

=
1
4

(
1 − cos 4𝑥

2

)
=

1 − cos 4𝑥
8

1

(b) (i) 𝑓 (𝑥) = (sin2 𝑥 + cos2 𝑥)2 − 2 sin2 𝑥 cos2 𝑥 1M

= 1 − 2
(
1 − cos 4𝑥

8

)
1M

=
1
4

cos 4𝑥 + 3
4

1A

(ii) 8
(
1
4

cos 4𝑥 + 3
4

)
= 7 1M

cos 4𝑥 =
1
2

4𝑥 =
𝜋

3
或

5𝜋
3

𝑥 =
𝜋

12
或

5𝜋
12

1A

6. (a) sin 3𝑥 = sin(2𝑥 + 𝑥)
= sin 2𝑥 cos 𝑥 + cos 2𝑥 sin 𝑥 1M

= 2 sin 𝑥 cos2 𝑥 + (1 − 2 sin2 𝑥) sin 𝑥

= 2 sin 𝑥(1 − sin2 𝑥) + sin 𝑥 − 2 sin3 𝑥

= 3 sin 𝑥 − 4 sin3 𝑥 1

(b) (i)
sin

[
3
(
𝑥 − 𝜋

4
) ]

sin
(
𝑥 − 𝜋

4
) =

sin 3𝑥 cos 3𝜋
4 − sin 3𝜋

4 cos 3𝑥
sin 𝑥 cos 𝜋4 − cos 𝑥 sin 𝜋

4
1M

=
− 1√

2
(cos 3𝑥 + sin 3𝑥)

1√
2
(sin 𝑥 − cos 𝑥)

=
cos 3𝑥 + sin 3𝑥
cos 𝑥 − sin 𝑥

1

(ii)
cos 3𝑥 + sin 3𝑥
cos 𝑥 − sin 𝑥

= 2

sin 3
(
𝑥 − 𝜋

4
)

sin
(
𝑥 − 𝜋

4
) = 2 1M

3 sin
(
𝑥 − 𝜋

4
)
− 4 sin3 (

𝑥 − 𝜋
4
)

sin
(
𝑥 − 𝜋

4
) = 2

3 − 4 sin2
(
𝑥 − 𝜋

4

)
= 2 1M

sin
(
𝑥 − 𝜋

4

)
=

1
2
或 − 1

2
（捨去） 1M

𝑥 − 𝜋

4
=
𝜋

6

𝑥 =
5𝜋
12

1A

3



7. (a) cot 𝐴 = 3 cot 𝐵

cos 𝐴 sin 𝐵 = 3 cos 𝐵 sin 𝐴 1M
sin(𝐴 + 𝐵) − 2 sin(𝐵 − 𝐴) = (sin 𝐴 cos 𝐵 + cos 𝐴 sin 𝐵) − 2(sin 𝐵 cos 𝐴 − cos 𝐵 sin 𝐴)

= 3 sin 𝐴 cos 𝐵 − cos 𝐴 sin 𝐵

= 0
因此，sin(𝐴 + 𝐵) = 2 sin(𝐵 − 𝐴)。 1

(b) 據 (a)，該方程可被重寫成

sin
[(
𝑥 + 4𝜋

9

)
+

(
𝑥 + 5𝜋

18

)]
= 2 sin

[(
𝑥 + 5𝜋

18

)
−

(
𝑥 + 4𝜋

9

)]
1M

sin
(
2𝑥 + 13𝜋

18

)
= 2 sin

(
−𝜋

6

)
= −1 1M

2𝑥 + 13𝜋
18

=
3𝜋
2

𝑥 =
7𝜋
18

1A

8. (a) cos 3𝑥 = cos(2𝑥 + 𝑥)
= cos 2𝑥 cos 𝑥 − sin 2𝑥 sin 𝑥 1M

= (2 cos2 𝑥 − 1) cos 𝑥 − (2 sin 𝑥 cos 𝑥) sin 𝑥

= 2 cos3 𝑥 − cos 𝑥 − 2 cos 𝑥(1 − cos2 𝑥)
= 4 cos3 𝑥 − 3 cos 𝑥 1

(b) sec3 𝑥 − 6 sec2 𝑥 + 8 = 0

(cos3 𝑥) (sec3 𝑥 − 6 sec2 𝑥 + 8) = 0

1 + 2(4 cos3 𝑥 − 3 cos 𝑥) = 0

cos 3𝑥 = −1
2

1M

3𝑥 =
8𝜋
3
或

10𝜋
3

𝑥 =
8𝜋
9
或

10𝜋
9

1A+1A

4



9. (a) 4(−1)3 + 2(−1)2 − 3(−1) − 1 = −4 + 2 + 3 − 1 = 0
因此，𝑥 + 1為 4𝑥3 + 2𝑥2 − 3𝑥 − 1的因式。 1

(b) cos 3𝜃 = cos(𝜃 + 2𝜃)
= cos 𝜃 cos 2𝜃 − sin 𝜃 sin 2𝜃 1M

= cos
(
cos2 𝜃 − sin2 𝜃

)
− sin(2 sin 𝜃 cos 𝜃)

= cos 𝜃 [cos2 𝜃 − (1 − cos2 𝜃)] − 2 cos 𝜃 (1 − cos2 𝜃)
= 4 cos3 𝜃 − 3 cos 𝜃 1A

(c) 代 𝑥 = cos
3𝜋
5
至 4𝑥3 + 2𝑥2 − 3𝑥 − 1，

4 cos3 3𝜋
5

+ 2 cos2 3𝜋
5

− 3 cos
3𝜋
5

− 1

=

(
4 cos3 3𝜋

5
− 3 cos

3𝜋
5

)
+

(
2 cos2 3𝜋

5
− 1

)
= cos

9𝜋
5

+ cos
6𝜋
5

1M

= cos
(
3𝜋 − 6𝜋

5

)
+ cos

6𝜋
5

= − cos
6𝜋
5

+ cos
6𝜋
5

= 0 1M

故此，𝑥 = cos
3𝜋
5
為方程 4𝑥3 + 2𝑥2 − 3𝑥 − 1 = 0的根。

據 (a)，

4𝑥3 + 2𝑥2 − 3𝑥 − 1 = (𝑥 + 1)(4𝑥2 − 2𝑥 − 1)

= (𝑥 + 1)
(
𝑥 − 1 +

√
5

4

) (
𝑥 − 1 −

√
5

4

)
由於

𝜋

2
<

3𝜋
5
< 𝜋，−1 < cos

3𝜋
5
< 0。

因此，可得 cos
3𝜋
5

=
1 −

√
5

4
。 1

5



10. 設 𝑡 = tan 22.5◦。

tan 45◦ =
2 tan 22.5◦

1 − tan2 22.5◦
1M

1 =
2𝑡

1 − 𝑡2
1A

0 = 𝑡2 + 2𝑡 − 1

𝑡 =
−2 +

√
8

2
或

−2 −
√

8
2

（捨去） 1A

=
√

2 − 1 1A

11.
sin 3𝜃
sin 𝜃

+ cos 3𝜃
cos 𝜃

=
sin 3𝜃 cos 𝜃 + cos 3𝜃 sin 𝜃

sin 𝜃 cos 𝜃

=
sin 4𝜃

1
2 sin 2𝜃

1A+1A

=
2 sin 2𝜃 cos 2𝜃

1
2 sin 2𝜃

1A

= 4 cos 2𝜃 1

12.
tan 𝑥 − sin2 𝑥

tan 𝑥 + sin2 𝑥
=

sin 𝑥
cos 𝑥 − sin2 𝑥

sin 𝑥
cos 𝑥 + sin2 𝑥

=
sin 𝑥(1 − sin 𝑥 cos 𝑥)
sin 𝑥(1 + sin 𝑥 cos 𝑥)

=
1 − sin 𝑥 cos 𝑥
1 + sin 𝑥 cos 𝑥

1A

=
1 − 1

2 sin 2𝑥
1 + 1

2 sin 2𝑥
1M

=
2 −

(
1 + 1

2 sin 2𝑥
)

1 + 1
2 sin 2𝑥

=
4

2 + sin 2𝑥
− 1 1

最小值 =
4

2 + (1) − 1 1M

=
1
3

1A

6



13. (a) sin𝐶 = sin(𝜋 − (𝐴 + 𝐵)) 1A

= sin(𝐴 + 𝐵)
= sin 𝐴 cos 𝐵 + cos 𝐴 sin 𝐵

由於 𝐴及 𝐵為銳角，cos 𝐴 =
√

1 − sin2 𝐴 =
12
13
及 cos 𝐵 =

4
5
。 1A

sin𝐶 =
5
13

× 4
5
+ 12

13
× 3

5
1A

=
56
65

1A

(b) 利用正弦定理，

𝑎 : 𝑏 : 𝑐 = sin 𝐴 : sin 𝐵 : sin𝐶 =
5
13

:
3
5

:
56
65

= 25 : 39 : 56 1M

所求長度 = 𝑐 =
56

25 + 39 + 56
× 12 = 5.6 cm 1A

14. (a) tan 3𝜃 =
2 tan 𝜃 + tan 𝜃

1 − tan 2𝜃 tan 𝜃
1A

=
2 tan 𝜃

1−tan2 𝜃
+ tan 𝜃

1 − 2 tan2 𝜃
1−tan2 𝜃

=
2 tan 𝜃 + tan 𝜃 − tan3 𝜃

1 − tan2 𝜃 − 2 tan2 𝜃

=
tan3 𝜃 − 3 tan 𝜃

3 tan2 𝜃 − 1
1

(b) (i) 可得 {
𝑓 (1) = 3 + 𝑚 − 9 + 𝑛 = −8 1M

𝑓 (2) = 3(8) + 4𝑚 − 18 + 𝑛 = −5

求解後，可得 𝑚 = −3及 𝑛 = 1。 1A

(ii) 代 𝑥 = tan 𝜃，

3 tan3 𝜃 − 3 tan2 𝜃 − 9 tan 𝜃 + 1 = 0 1M

3(tan3 𝜃 − 3 tan 𝜃) = 3 tan2 𝜃 − 1

(3 tan2 𝜃 − 1) (3 tan 3𝜃 − 1) = 0 1M

tan 3𝜃 =
1
3
或 tan 𝜃 = ± 1

√
3
（捨去） 1A

3𝜃 ≈ 18.4◦或198◦或378◦

𝜃 ≈ 6.14◦或66.1◦或126◦ 1A

由於 𝑥 = tan 𝜃，所求之根為 0.11、2.26及 −1.37。 1A

7



15. (a) (i) tan 𝑥 = 𝑘 tan 𝑦

sin 𝑥 cos 𝑦 = 𝑘 cos 𝑥 sin 𝑦 1A
sin(𝑥 + 𝑦) = sin 𝑥 cos 𝑦 + cos 𝑥 sin 𝑦 1A

= 𝑘 cos 𝑥 sin 𝑦 + cos 𝑥 sin 𝑦

= (𝑘 + 1) cos 𝑥 sin 𝑦 1

(ii) (𝑘 + 1) sin(𝑥 − 𝑦) = (𝑘 + 1)(sin 𝑥 cos 𝑦 − cos 𝑥 sin 𝑦) 1A

= (𝑘 + 1)(𝑘 cos 𝑥 sin 𝑦 − cos 𝑥 sin 𝑦)
= (𝑘 + 1)(𝑘 − 1) cos 𝑥 sin 𝑦

= (𝑘 − 1) sin(𝑥 + 𝑦) 1M+1

(b) (i) (𝑘 + 1) sin[(𝜃 + 10◦) − (𝜃 − 20◦)] = (𝑘 − 1) sin[(𝜃 + 10◦) − (𝜃 − 20◦)]
(𝑘 + 1) sin 30◦ = (𝑘 − 1) sin(2𝜃 − 10◦) 1A

sin(2𝜃 − 10◦) = 𝑘 + 1
2(𝑘 − 1) 1

(ii) sin2(2𝜃 − 10◦) = (𝑘 + 1)2

4(𝑘 − 1)2 ≤ 1 1M

(𝑘 + 1)2 ≤ 4(𝑘 − 1)2

3𝑘2 − 10𝑘 + 3 ≥ 0 1A

𝑘 ≥ 3 或 𝑘 ≤ 1
3

1A

(c) Put 𝑘 = −2 into (b)(i),

sin(2𝜃 − 10◦) = 1
6

1M

2𝜃 − 10◦ = sin−1 1
6
或180◦ − sin−1 1

6
𝜃 ≈ 9.8◦或90.2◦ 1A

8



16. (a) cos 𝑥 = 2 cos2 𝑥

2
− 1 =

2
1 + tan2 𝑥

2
− 1 =

1 − 𝑡2
1 + 𝑡2

1A

sin 𝑥 = 2 sin
𝑥

2
cos

𝑥

2
=

2 tan 𝑥
2

sec2 𝑥
2

=
2𝑡

1 + 𝑡2
1A

𝑎 cos 𝑥 + 𝑏 sin 𝑥 = 𝑐

𝑎 × 1 − 𝑡2
1 + 𝑡2

+ 𝑏 × 2𝑡
1 + 𝑡2

= 𝑐 1M

𝑎(1 − 𝑡2) + 2𝑏𝑡 = 𝑐(1 + 𝑡2)
(𝑎 + 𝑐)𝑡2 − 2𝑏𝑡 + (𝑐 − 𝑎) = 0 1
若方程有解，

Δ = (2𝑏)2 − 4(𝑎 + 𝑐) (𝑐 − 𝑎) ≥ 0 1M

𝑏2 − (𝑐2 − 𝑎2) ≥ 0

𝑎2 + 𝑏2 ≥ 𝑐2 1

(b) (i) 代 𝑎 = 5、𝑏 = 6及 𝑐 = 7，可得 12𝑡2 − 12𝑡 + 2 = 0。 1M
方程的根為 tan

𝑥1

2
及 tan

𝑥2

2
。

tan
𝑥1

2
+ tan

𝑥2

2
= 1及 tan

𝑥1

2
tan

𝑥2

2
=

1
6
。 1A

tan
𝑥1 + 𝑥2

2
=

tan 𝑥1
2 + tan 𝑥2

2
1 − tan 𝑥1

2 tan 𝑥2
2

1A

=
1

1 − 1
6
=

6
5

1A

(ii) tan 𝑥1 tan 𝑥2 =
2 tan 𝑥1

2
1 − tan2 𝑥1

2
×

2 tan 𝑥2
2

1 − tan2 𝑥2
2

1A

=
4 tan 𝑥1

2 tan 𝑥2
2

1 −
(
tan 𝑥1

2 + tan 𝑥2
2
)2 + 2 tan 𝑥1

2 tan 𝑥2
2 +

(
tan 𝑥1

2 tan 𝑥2
2
)2 1M

=
4 × 1

6

1 − 1 + 2 × 1
6 +

(
1
6

)2

=
24
13

1A

9



17. (a) ∠𝐵𝐴𝐸 =
(5 − 2)180◦

5
= 108◦

∠𝐴𝐵𝐸 =
180◦ − 108◦

2
= 36◦ 1A

∠𝐶𝐵𝐸 = 108◦ − 36◦ = 72◦ 1A
在等腰 △𝐴𝐵𝐸，𝐵𝐸 = 2𝐴𝐵 cos 36◦ = 2 cos 36◦ cm。 1M
在梯形 𝐵𝐶𝐷𝐸，𝐵𝐸 = 𝐶𝐷 + 2𝐵𝐻 = (1 + 2 cos 72◦) cm。 1M

2 cos 36◦ = 1 + 2 cos 72◦

cos 36◦ − cos 72◦ =
1
2

1

cos 36◦ − (2 cos2 36◦ − 1) = 1
2

−4 cos2 36◦ + 2 cos 36◦ + 1 = 0 1A

cos 36◦ =
−2 ±

√
22 + 4(4)

2(−4)

=
1 +

√
5

4
或

1 −
√

5
4

（捨去） 1A

(b) sin 36◦ =
√

1 − cos2 36◦ =

√√√
1 −

(
1 +

√
5

4

)2

=

√
5 −

√
5

8
1M

設 𝑀 為 𝐴𝐵的中點。考慮 △𝑂𝐴𝑀，可得 ∠𝐴𝑂𝑀 = 36◦。

半徑 =
1
2
÷ sin 36◦ =

√
2√

5 −
√

5
=

2√
10 − 2

√
5
cm 1M+1

(c) ∠𝐴𝑂𝑃 =
360◦

10
= 36◦

∠𝑃𝐴𝑂 =
180◦ − 36◦

2
= 72◦ 1A

𝐴𝑃 = 2𝐴𝑂 cos 72◦ 1M

= 2𝐴𝑂
(
cos 36◦ − 1

2

)
= 2 × 2√

10 − 2
√

5
×
√

5 − 1
4

1A

=
5 − 1√

10 − 2
√

5(
√

5 + 1)
=

4√
(10 − 2

√
5) (6 + 2

√
5)

=
4√

40 + 8
√

5
=

2√
10 + 2

√
5
cm 1A

10



18. (a) (i) sin 108◦ = sin 72◦ cos 36◦ + cos 72◦ sin 36◦ 1A

= 2 sin 36◦ cos2 36◦ + (1 − 2 sin2 36◦) sin 36◦

= 2 sin 36◦(1 − sin2 36◦) + sin 36◦ − 2 sin3 36◦

= 3 sin 36◦ − 4 sin3 36◦ 1A
sin 108◦ = sin 72◦

3 sin 36◦ − 4 sin3 36◦ = 2 sin 36◦ cos 36◦ 1A

0 = sin 36◦(4 sin2 36◦ + 2 cos 36◦ − 3)
= −4 cos2 36◦ + 2 cos 36◦ + 1 1A

cos 36◦ =
−2 ±

√
22 + 4

2(−4)

=
1 +

√
5

4
或

1 −
√

5
4

（捨去） 1

(ii) cos 72◦ = 2 cos2 36◦ − 1 = 2

(
1 +

√
5

4

)2

− 1 1A

=

√
5 − 1
2

1A

(b) (i)
𝑂𝐻

sin 𝜙
=

1
sin(180◦ − 60◦ − 𝜙) 1M

𝑂𝐻 =
sin 𝜙

sin 120◦ cos 𝜙 − cos 120◦ sin 𝜙

=
tan 𝜙

√
3

2 + 1
2 tan 𝜙

=
2 tan 𝜙

√
3 + tan 𝜙

1A

cos∠𝑃𝑂𝐾 =
𝑂𝐾

1
=
𝑂𝐻 cos 60◦

1
1M

=
tan 𝜙

√
3 + tan 𝜙

1

(ii) (1) 𝐵𝑁 =

√
12 −

(
1
4

)2
=

√
15
4

1A

tan 𝜙 =

√
15
4

1 + 1
4

1M

=

√
15
5

1A

(2) cos∠𝑃𝑂𝐾 =

√
15
5√

3 +
√

15
5

=

√
5

5 +
√

5
× 5 −

√
5

5 −
√

5

=

√
5 − 1
4

1A

據 (a)，∠𝑃𝑂𝐾 = 72◦。 1A
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19. (a) 4 cos 𝑥 cos 2𝑥 cos 3𝑥 − 1 = 2 cos 3𝑥(cos 3𝑥 + cos 𝑥) − 1 1M

= (2 cos 3𝑥 cos 𝑥) + (2 cos2 3𝑥 − 1) 1M

= cos 2𝑥 + cos 4𝑥 + cos 6𝑥 1

(b) cos 4𝜃 + cos 8𝜃 + cos 12𝜃 = −1

4 cos 2𝜃 cos 4𝜃 cos 6𝜃 − 1 = −1 1M

4 cos 2𝜃 cos 4𝜃 cos 6𝜃 = 0

cos 2𝜃 = 0 或 cos 4𝜃 = 0 或 cos 6𝜃 = 0 1M

因此，𝜃 =
𝜋

12
,
𝜋

8
,
𝜋

4
,

3𝜋
8
,

5𝜋
12

. 1A

20. (a) 當 𝑛 = 1，
左式 = sin

𝑥

2
cos 𝑥，右式 = sin

𝑥

2
cos 𝑥 1

對 𝑛 = 1，命題為真。

假設 sin
𝑥

2

𝑚∑
𝑘=1

cos 𝑘 = sin
𝑚𝑥

2
cos

(𝑚 + 1)𝑥
2

，其中 𝑚 ∈ Z+。 1M

sin
𝑥

2

𝑚+1∑
𝑘=1

cos 𝑘𝑥

= sin
𝑥

2

𝑚∑
𝑘=1

cos 𝑘𝑥 + sin
𝑥

2
cos(𝑚 + 1)𝑥

= sin
𝑚𝑥

2
cos

(𝑚 + 1)𝑥
2

+ sin
𝑥

2
cos(𝑚 + 1)𝑥 1M

=
1
2

(
sin

(2𝑚 + 1)𝑥
2

− sin
𝑥

2

)
+ 1

2

(
sin

(2𝑚 + 3)𝑥
2

− sin
(2𝑚 + 1)𝑥

2

)
1M

=
1
2

(
sin

(2𝑚 + 3)𝑥
2

− sin
𝑥

2

)
= cos

(2𝑚 + 4)𝑥
4

sin
(2𝑚 + 2)𝑥

4
1M

= sin
(𝑚 + 1)𝑥

2
cos

(𝑚 + 2)𝑥
2

對 𝑛 = 𝑚 + 1，命題為真。
藉數學歸納法，∀𝑛 ∈ Z+，命題為真。 1

(b) 代 𝑥 =
𝜋

7
至 𝑛 = 567至 (a)，

sin
(
1
2
· 𝜋

7

) 567∑
𝑘=1

cos
𝑘𝜋

7
= sin

(
567
2

· 𝜋
7

)
cos

(
568
2

· 𝜋
7

)
1M

sin
𝜋

14

567∑
𝑘=1

cos
𝑘𝜋

7
= sin

𝜋

2
cos

(𝜋
2
+ 𝜋

14

)
= sin

𝜋

2

(
− sin

𝜋

14

)
567∑
𝑘=1

cos
𝑘𝜋

7
= −1 1A

12



21. (a) 當 𝑛 = 1，
左式 = sin sin 2𝜃，右式 = sin 𝜃 sin 2𝜃 =左式
對 𝑛 = 1，命題為真。 1

假設 sin 𝜃
𝑝∑
𝑘=1

sin 2𝑘𝜃 = sin 𝑝𝜃 sin(𝑝 + 1)𝜃，其中 𝑝 ∈ Z+。 1M

sin 𝜃
𝑝+1∑
𝑘=1

sin 2𝑘𝜃

= sin 𝜃
𝑝∑
𝑘=1

sin 2𝑘𝜃 + sin 𝜃 sin[2(𝑝 + 1)𝜃]

= sin 𝑝𝜃 sin(𝑝 + 1)𝜃 + sin 𝜃 sin(2𝑝 + 2)𝜃 1M

=
1
2
[cos 𝜃 − cos(2𝑝 + 1)𝜃] + 1

2
[cos(2𝑝 + 1)𝜃 − cos(2𝑝 + 3)𝜃] 1M

=
1
2
[cos 𝜃 − cos(2𝑝 + 3)𝜃]

= sin(𝑝 + 1)𝜃 sin(𝑝 + 2)𝜃

對 𝑛 = 𝑝 + 1，命題為真。
藉數學歸納法，∀𝑛 ∈ Z+，命題為真。 1

(b)
111∑
𝑘=1

sin
𝑘𝜋

11
cos

𝑘𝜋

11
=

1
2

111∑
𝐾=1

sin
2𝑘𝜋
11

1M

=
1

2 sin 𝜋
11

sin
𝜋

11

111∑
𝑘=1

sin
2𝑘𝜋
11

=
1

2 sin 𝜋
11

sin
111𝜋
11

sin
112𝜋
11

1M

=
1

2 sin 𝜋
11

sin
𝜋

11
sin

2𝜋
11

=
1
2

sin
2𝜋
11

可得 𝑎 =
1
2
及 𝑏 =

2
11
。 1A
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22. (a)
sin𝛼 + sin 𝛽
cos𝛼 + cos 𝛽

=
2 sin 𝛼+𝛽

2 cos 𝛼−𝛽2

2 cos 𝛼+𝛽2 cos 𝛼−𝛽2

1A

= tan
𝛼 + 𝛽

2
1

(b) 3 sin𝛼 − 4 cos𝛼 = 4 cos 𝛽 − 3 sin 𝛽
sin𝛼 + sin 𝛽
cos𝛼 + cos 𝛽

=
4
3

tan
𝛼 + 𝛽

2
=

4
3

1M

tan(𝛼 + 𝛽) =
2 tan 𝛼+𝛽

2

1 − tan2 𝛼+𝛽
2

=
2 × 4

3

1 −
(

4
3

)2 1M

= −24
7

1A

23. − sin(𝑥 + 𝑦) sin(𝑥 − 𝑦) = −1
2
[cos[(𝑥 + 𝑦) − (𝑥 − 𝑦)] − cos[(𝑥 + 𝑦) + (𝑥 − 𝑦)]] 1A

= −1
2
(cos 2𝑦 − cos 2𝑥)

= −1
2
[(2 cos2 𝑦 − 1) − (2 cos2 𝑥 − 1)] 1M

= cos2 𝑥 − cos2 𝑦 1

24. sin 5𝑥 + sin 𝑥 = cos 2𝑥

2 sin 3𝑥 cos 2𝑥 − cos 2𝑥 = 0 1A

cos 2𝑥(2 sin 3𝑥 − 1) = 0

cos 2𝑥 = 0 或 sin 3𝑥 =
1
2

當 cos 2𝑥 = 0時，2𝑥 = 90◦。 1M+1A

當 sin 3𝑥 =
1
2
時，3𝑥 = 30◦或 150°。

因此，𝑥 = 10◦或 45°或 50°。 1A
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25. sin[(𝑛 + 𝑚)𝜃] sin[(𝑛 − 𝑚)𝜃] = 1
2
[cos 2𝑚𝜃 − cos 2𝑛𝜃] 1A

=
1
2

[
(1 − 2 sin2 𝑚𝜃) − (1 − 2 sin2 𝑛𝜃)

]
= sin2 𝑛𝜃 − sin2 𝑚𝜃 1

sin2 3𝜃 − sin2 2𝜃 − sin 𝜃 = 0

sin 5𝜃 sin 𝜃 − sin 𝜃 = 0 1M

sin 𝜃 (sin 5𝜃 − 1) = 0

sin 𝜃 = 0 或 sin 5𝜃 = 1 1A
當 sin 𝜃 = 0時，𝜃 = 0或 𝜋。

當 sin 5𝜃 = 1時，5𝜃 =
𝜋

2
或

5𝜋
2
或

9𝜋
2
。

故此，𝜃 = 0或
𝜋

10
或

𝜋

2
或

9𝜋
10
或 𝜋。 1A+1A
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26. (a) sin(𝐴 + 𝐵) sin(𝐵 − 𝐴) = −1
2
(cos 2𝐵 − cos 2𝐴) 1A

= −1
2
[(2 cos2 𝐵 − 1) − (2 cos2 𝐴 − 1)]

= cos2 𝐴 − cos2 𝐵 1

(b) (i) cos2 𝐴 − cos2 𝐵 + sin2𝐶 = sin(𝐴 + 𝐵) sin(𝐵 − 𝐴) + sin2𝐶 1M

= sin(𝜋 − 𝐶) sin(𝐵 − 𝐴) + sin2𝐶 1A

= sin𝐶 [sin(𝐵 − 𝐴) + sin(𝐴 + 𝐵)]
= 2 sin𝐶 sin 𝐵 cos 𝐴 1

(ii) cos2 𝐴 − cos2 𝐵 − cos2𝐶 = −1

cos2 𝐴 − cos2 𝐵 + sin2𝐶 = 0

2 cos 𝐴 sin𝐶 sin 𝐵 = 0 1M

cos 𝐴 = 0 或 sin𝐶 sin 𝐵 = 0（捨去） 1A

𝐴 =
𝜋

2
因此，△𝐴𝐵𝐶 is a right angled triangle. 1

(c) cos2 𝑥 − sin2 𝑦 = cos2 𝑥 − cos2
(𝜋
2
− 𝑦

)
= sin

(
𝑥 + 𝜋

2
− 𝑦

)
sin

(𝜋
2
− 𝑦 − 𝑥

)
1M

= cos(𝑥 + 𝑦) cos(𝑥 − 𝑦) 1
cos2 2𝜃 − sin2 3𝜃 + cos 𝜃 sin 5𝜃 = 0

cos 5𝜃 cos 𝜃 + cos 𝜃 sin 5𝜃 = 0 1A

cos 𝜃 (cos 5𝜃 + sin 5𝜃) = 0

cos 𝜃 cos 5𝜃 (1 + tan 5𝜃) = 0 1M

tan 5𝜃 = −1 或 cos 𝜃 = 0 或 cos 5𝜃 = 0（捨去）
When tan 5𝜃 = −1,

5𝜃 =
3𝜋
4
或

7𝜋
4
或

11𝜋
4
或

15𝜋
4
或

19𝜋
4

𝜃 =
3𝜋
20
或

7𝜋
20
或

11𝜋
20
或

15𝜋
20
或

19𝜋
20

When cos 𝜃 = 0, 𝜃 =
𝜋

2
.

因此，𝜃 =
3𝜋
20
或

7𝜋
20
或

11𝜋
20
或

15𝜋
20
或

19𝜋
20
或
𝜋

2
. 1A+1A
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27. (a) cos
3𝜋
10

= sin
(
𝜋

2
− 3𝜋

10

)
1M

= sin
2𝜋
10

因此，
𝜋

10
為 cos 3𝜃 = sin 2𝜃 的根。 1

(b) cos 3𝜃 = sin 2𝜃

4 cos3 𝜃 − 3 cos 𝜃 = 2 sin 𝜃 cos 𝜃 1M

cos 𝜃 (4 cos2 𝜃 − 2 sin 𝜃 − 3) = 0

cos 𝜃 [4(1 − sin2 𝜃) − 2 sin 𝜃 − 3] = 0 1M

cos 𝜃 (−4 sin2 𝜃 − 2 sin 𝜃 + 1) = 0

cos 𝜃 = 0 或 − 4 sin2 𝜃 − 2 sin 𝜃 + 1 = 0
由於 cos

𝜋

10
≠ 0，可得

𝜋

10
為 −4 sin2 𝜃 − 2 sin 𝜃 + 1 = 0的根。

−4 sin2 𝜃 − 2 sin 𝜃 + 1 = 0

sin 𝜃 =
2 +

√
22 − 4(−4)(1)
2(−4) 或

2 −
√

22 + 4(−4)(1)
2(−4) 1A

= −1 +
√

5
4

或

√
5 − 1
4

由於 sin
𝜋

10
> 0，可得 sin

𝜋

10
=

√
5 − 1
4
。 1A

28. sin 3𝜃 = sin 2𝜃 cos 𝜃 + cos 2𝜃 sin 𝜃 1A

= 2 sin 𝜃 cos2 𝜃 + (1 − 2 sin2 𝜃) sin 𝜃

= 3 sin 𝜃 − 4 sin3 𝜃 1A
代 𝑥 = sin 𝜃 至 8𝑥3 − 6𝑥 + 1 = 0， 1M

8 sin3 𝜃 − 6 sin 𝜃 + 1 = 0

2(4 sin3 𝜃 − 3 sin 𝜃) + 1 = 0

sin 3𝜃 =
1
2

1A

3𝜃 = 30◦或150◦或390◦或510◦或750◦

𝜃 = 10◦或50◦或130◦或170◦或250◦

方程的根為 sin 10◦ ≈ 0.17、sin 50◦ ≈ 0.77及 sin 250◦ ≈ −0.94。 1A+1A
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29. (a) 2 sin𝛼
4∑
𝑘=0

cos(𝜃 + 2𝑘𝛼)

=
4∑
𝑘=0

[sin[𝜃 + (2𝑘 + 1)𝛼] − sin[𝜃 + (2𝑘 − 1)𝛼]] 1M

=
4∑
𝑘=0

sin[𝜃 + (2𝑘 + 1)𝛼] −
4∑
𝑘=0

sin[𝜃 + (2𝑘 − 1)𝛼]

= sin(𝜃 + 9𝛼) − sin(𝜃 − 𝛼) 1
代 𝛼 =

𝜋

5
，

2 sin
𝜋

5

4∑
𝑘=0

cos
(
𝜃 + 2𝑘𝜋

5

)
= sin

(
𝜃 + 9𝜋

5

)
− sin

(
𝜃 − 𝜋

5

)
1M

= 2 sin 𝜋 cos
(
𝜃 + 4𝜋

5

)
1A

= 0
4∑
𝑘=0

cos
(
𝜃 + 2𝑘𝜋

5

)
=

0
2 sin 𝜋

5
= 0 1A

(b) (i) 𝑃𝐷2 = 𝑟2 + 𝑟2 − 2𝑟2 cos
(
2 × 2𝜋

5
− 𝜃

)
1A

= 2𝑟2 − 2𝑟2 cos
(
𝜃 + 6𝜋

5

)
1

(ii) 𝑃𝐴2 = 2𝑟2 − 2𝑟2 cos 𝜃 1A

𝑃𝐵2 = 2𝑟2 − 2𝑟2 cos
(
𝜃 + 2𝜋

5

)
𝑃𝐶2 = 2𝑟2 − 2𝑟2 cos

(
𝜃 + 4𝜋

5

)
𝑃𝐸2 = 2𝑟2 − 2𝑟2 cos

(
2𝜋
5

− 𝜃
)
= 2𝑟2 − 2𝑟2 cos

(
𝜃 + 8𝜋

5

)
1A

𝑃𝐴2 + 𝑃𝐵2 + 𝑃𝐶2 + 𝑃𝐷2 + 𝑃𝐸2 = 10𝑟2 − 2𝑟2
4∑
𝑘=0

cos
(
𝜃 + 2𝑘𝜋

5

)
= 10𝑟2 1

(iii) 由於 ∠𝐴𝑃𝑄 = 90◦，可得 𝑄𝐴2 = 𝑄𝑃2 + 𝑃𝐴2。

同理，𝑄𝐵2 = 𝑄𝑃2 + 𝑃𝐵2、𝑄𝐶2 = 𝑄𝑃2 + 𝑃𝐶2等。

𝑄𝐴2 +𝑄𝐵2 +𝑄𝐶2 +𝑄𝐷2 +𝑄𝐸2 = 5(2𝑟)2 + (𝑃𝐴2 + 𝑃𝐵2 + 𝑃𝐶2 + 𝑃𝐷2 + 𝑃𝐸2) 1M

= 20𝑟2 + 10𝑟2

= 30𝑟2 1A

–試卷完 –


