
REG-COT-2425-ASM-SET 3-MATH
建議題解

結構式試題

1. (a) 𝑎 =
(𝑃𝑄)𝑟

2
+ (𝑄𝑅)𝑟

2
+ (𝑃𝑅)𝑟

2
1M

=
𝑟

2
(𝑃𝑄 +𝑄𝑅 + 𝑃𝑅)

=
𝑝𝑟

2
1

(b) 𝐴𝐵 =
√
(9 − 2)2 + (18 + 6)2 = 25、𝐵𝐶 =

√
322 + 242 = 40及 𝐴𝐶 = 39。

設 △𝐴𝐵𝐶 的內切圓的半徑為 𝑟。

(41 − 2)(18 + 6)
2

=
(25 + 40 + 39)𝑟

2
1M

𝑟 = 9 1A

所求 𝑦坐標 = −6 + 9 = 3 1A

2. (a) 𝑃𝐵 = 𝑃𝐷 及 ∠𝑃𝐵𝐷 =
180◦ − 𝑥

2
= 90◦ − 𝑥

2
1M

∠𝐵𝐴𝐷 = ∠𝑃𝐵𝐷 = 90◦ − 𝑥

2
1A

∠𝐴𝐵𝐶 = 90◦

∠𝐴𝑄𝐵 = 180◦ − 90◦ −
(
90◦ − 𝑥

2

)
=
𝑥

2
1A

(b) (i) 由於 𝑃𝐵 = 𝑃𝐷 = 𝑃𝑅，可得 ∠𝐵𝑅𝐷 = ∠𝑃𝐷𝑅。 1M

∠𝐵𝑅𝐷 + ∠𝑃𝐷𝑅 = 𝑥

∠𝐵𝑅𝐷 =
𝑥

2
1A

(ii) 留意 ∠𝐵𝑅𝐷 = ∠𝐵𝑄𝐷 =
𝑥

2
。

𝐵、𝐷、𝑄、𝑅共圓。 1M
由於 𝑃𝐵 = 𝑃𝐷 = 𝑃𝑅，𝑃為圓 𝐵𝐷𝑅的圓心，即圓 𝐵𝐷𝑄𝑅的圓心。

因此，𝑃為 △𝐵𝐷𝑄的外接圓的圓心。
同意該宣稱。 1A

3. (a) ∠𝐵𝑃𝐴 = 90◦ （已知）

∠𝐺𝑀𝐴 = 90◦ （外心性質）

= ∠𝐵𝑃𝐴
𝐵𝐶//𝐺𝑀 （同位角相等）

∠𝐵𝐷𝐶 = ∠𝑀𝐷𝐺 （對頂角）

∠𝐶𝐵𝐷 = ∠𝐺𝑀𝐷 （錯角，𝐵𝐶//𝐺𝑀）
△𝐵𝐶𝐷 ∼ △𝑀𝐺𝐷 （AA）
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評分標準

情況 1 附有正確理由的任何正確證明。 3

情況 2 未附有理由的任何正確證明。 2

情況 3 附有一正確理由和一正確步驟之未完整的證明。 1

(b) (i) 𝐺𝑀 =

√
𝑟2 −

(𝑎
2

)2
=

1
2

√
4𝑟2 − 𝑎2 1A

𝐺 的坐標為

(
𝑎

2
,

√
4𝑟2 − 𝑎2

2

)
。

𝐵𝐺 = 𝑟(𝑎
2
− 𝑏

)2
+

(√
4𝑟2 − 𝑎2

2
− ℎ

)2

= 𝑟2 1M(√
4𝑟2 − 𝑎2

2
− ℎ

)2

= 𝑟2 − (𝑎 − 2𝑏)2

4

由於 ℎ > 𝐺𝑀 > 0，
√

4𝑟2 − 𝑎2

2
− ℎ < 0。

√
4𝑟2 − 𝑎2

2
− ℎ = −

√
𝑟2 − (𝑎 − 2𝑏)2

4

ℎ =

√
4𝑟2 − 𝑎2

2
+

√
4𝑟2 − (𝑎 − 2𝑏)2

√
4

=

√
4𝑟2 − 𝑎2 + 4𝑎𝑏 − 4𝑏2 +

√
4𝑟2 − 𝑎2

2
1

(ii) 𝐵𝐷 : 𝐷𝑀 = 2 : 1 1A

𝐵𝐶 : 𝐺𝑀 = 𝐵𝐷 : 𝐷𝑀 = 2 : 1及 𝐵𝐶 = 2𝐺𝑀 =
√

4𝑟2 − 𝑎2 1M

𝐶𝑃 = ℎ −
√

4𝑟2 − 𝑎2 =

√
4𝑟2 − 𝑎2 + 4𝑎𝑏 − 4𝑏2 −

√
4𝑟2 − 𝑎2

2
（𝐴𝐵的斜率） ×（𝑂𝐶 的斜率）

=
ℎ − 0
𝑏 − 𝑎 × 𝐶𝑃

𝑏
1M

=
1

4𝑏(𝑏 − 𝑎)
[
(
√

4𝑟2 − 𝑎2 + 4𝑎𝑏 − 4𝑏2)2 − (
√

4𝑟2 − 𝑎2)2
]

=
4𝑏(𝑎 − 𝑏)
4𝑏(𝑏 − 𝑎)

= −1
由於 𝐵𝐶 ⊥ 𝑂𝐴及 𝑂𝐶 ⊥ 𝐴𝐵，𝐶 為 △𝑂𝐴𝐵的垂心。 1

(iii) ℎ =

√
4𝑟2 − 𝑎2 + 4𝑎𝑏 − 4𝑏2 +

√
4𝑟2 − 𝑎2

2
= 49

𝐶𝑃 = ℎ −
√

4𝑟2 − 𝑎2 = 31

𝐷 的 𝑥坐標 =
2
(

80
2

)
+ 31

1 + 2
= 37 1M
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所求面積 =
(40 − 31) (49)

2
− (49 − 31) (37 − 31)

2

=
333
2

1A

4. (a) ∠𝑃𝐺𝑇 = ∠𝑄𝐺𝑇 （切線性質）

𝑃𝑅 = 𝑄𝑅 （對角對等弦）

∠𝑅𝑄𝑃 = ∠𝑅𝑃𝑄 （等腰 △底角）
∠𝑅𝑄𝑇 = ∠𝑅𝑃𝑄 （交錯弓形的圓周角）

= ∠𝑅𝑄𝑃
因此，𝑄𝑅為 ∠𝑃𝑄𝑇 的角平分線。

評分標準

情況 1 附有正確理由的任何正確證明。 3

情況 2 未附有理由的任何正確證明。 2

情況 3 附有一正確理由和一正確步驟之未完整的證明。 1

(b) (i) 斜率 =
7 + 68
12 + 88

=
3
4

所求方程為

𝑦 − 7 =
3
4
(𝑥 − 12)

3𝑥 − 4𝑦 − 8 = 0 1A

(ii) 留意 𝐺𝑇 為 ∠𝑃𝑇𝑄的角平分線。
△𝑃𝑄𝑇 的內心為 𝑅。 1M
𝐺𝑅 = 𝐺𝑄 = 7 + 68 = 75
𝐺𝑇 =

√
(12 + 88)2 + (6 + 68)2 = 125

可得 𝐺𝑅 : 𝑅𝑇 = 75 : (125 − 75) = 3 : 2。
設 𝑅的坐標為 (𝑎, 𝑏)。

12 − 𝑎
𝑎 + 88

=
3
2

1M

𝑎 = −48

及
7 − 𝑏
𝑏 + 68

=
3
2

𝑏 = −38

△𝑃𝑄𝑇 的內心的坐標為 (−48, −38)。 1A

(iii) 假定 △𝑃𝑄𝑇 的內切圓與 𝑄𝑇 相切於𝑈。

△𝑃𝑄𝑇 的內切圓的半徑
= 𝑅𝑈

= −38 + 68 1M

= 30
留意 𝐺𝑃𝑇𝑄為圓內接四邊形。

△𝑃𝑄𝑇 的外接圓通過 𝐺。
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△𝑃𝑄𝑇 的外接圓的半徑

=
𝐺𝑇

2
1M

=
125
2

所求之比

= 2(30)𝜋 : 2
(
125
2

)
𝜋

= 12 : 25

≠ 1 : 2
不同意該宣稱。 1A

5. (a) 𝐶 的方程為 (𝑥 + 6)2 + (𝑦 − 4)2 = 𝑟2。 1A(
14 + 𝑘𝑦

4
+ 6

)2
+ (𝑦 − 4)2 = 𝑟2(

𝑘2

16
+ 1

)
𝑦2 +

(
19𝑘
4

− 8
)
𝑦 + 425

4
− 𝑟2 = 0

(𝑘2 + 16)𝑦2 + 4(19𝑘 − 32)𝑦 + 1700 − 16𝑟2 = 0

𝐿為 𝐶 的切線。

[4(19𝑘 − 32)]2 − 4(𝑘2 + 16)(1700 − 16𝑟2) = 0 1M

𝑟2 =
1700
16

− (19𝑘 − 32)2

4(𝑘2 + 16)

=
(4𝑘 + 38)2

𝑘2 + 16
1A

(b) (i) 𝐸 的坐標為 (−4, −10)。 1A
𝐿 通過點 𝐷。

4(8) − 𝑘 (6) − 14 = 0

𝑘 = 3

設 𝐹 的坐標為 (𝑎, 𝑏)。

𝐷𝐹 = 𝐸𝐹√
(𝑎 − 8)2 + (𝑏 − 6)2 =

√
(𝑎 + 4)2 + (𝑏 + 10)2

−24𝑎 − 32𝑏 − 16 = 0

𝑎 = −4𝑏
3

− 2
3
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𝐺 為 △𝐷𝐸𝐹 的外心。

𝐺𝐹 = 𝐺𝐷√
(𝑎 + 6)2 + (𝑏 − 4)2 =

√
(8 + 6)2 + (6 − 4)2 1M(

−4𝑏
3

− 2
3
+ 6

)2
+ (𝑏 − 4)2 = 200

25𝑏2

9
− 200𝑏

9
− 1400

9
= 0

𝑏 = 4 ± 6
√

2

𝐹 的坐標為
(
−6 + 8

√
2, 4 − 6

√
2
)
或

(
−6 − 8

√
2, 4 + 6

√
2
)
。 1A

(ii) 𝐿 為 △𝐷𝐹𝐻 的內切圓的切線。

利用 (a)，若 𝐺 為內心，則 𝑟2 =
[4(3) + 38)2]

32 + 16
= 100。 1M

該內切圓的半徑為 10。
設 𝐾 為內切圓與 𝐿的切點。

sin∠𝐺𝐷𝐾 =
𝑟

𝐷𝐺
1M

∠𝐺𝐷𝐾 = 45◦

留意 𝐸 在 𝐿上，可得 ∠𝐹𝐷𝐻 = ∠𝐹𝐷𝐸。
𝐸𝐹 的中點的坐標為

(
−5 + 4

√
2, −3 − 3

√
2
)
或

(
−5 − 4

√
2, −3 + 3

√
2
)
。

以上與 𝐺 的坐標不相符。

𝐸𝐹 不是圓 𝐷𝐸𝐹 的直徑。

由此，∠𝐹𝐷𝐸 ≠ 90◦及 ∠𝐹𝐷𝐻 = ∠𝐹𝐷𝐸 ≠ 90◦。 1M
可得 ∠𝐹𝐷𝐻 ≠ 2∠𝐺𝐷𝐾 及 𝐷𝐺 不是 ∠𝐹𝐷𝐻 的角平分線。
𝐺 不是 △𝐷𝐹𝐻 的內心。
不同意該宣稱。 1A

!
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6. (a) 𝑓 (−2) = 𝑘 (−2)2 + (2𝑘 − 2)(−2) − 4

= 4𝑘 − 4𝑘 + 4 − 4

= 0
𝑦 = 𝑓 (𝑥)的圖像通過 𝐴。 1

(b) (i) 𝑓 (𝑥) = 𝑘𝑥2 + (2𝑘 − 2)𝑥 − 4

= 𝑘

[
𝑥 − 2(𝑥)

(
1 − 𝑘
𝑘

)
+

(
1 − 𝑘
𝑘

)2
]
− (𝑘 + 1)2

𝑘
1M

= 𝑘

[
𝑥 − 1 − 𝑘

𝑘

]2
− (𝑘 + 1)2

𝑘

𝑄的坐標為

(
1 − 𝑘
𝑘

, − (𝑘 + 1)2

𝑘

)
。 1A

(ii) 𝐶 的坐標為 (0, −4)。 1A

設 𝑅的坐標為

(
1 − 𝑘
𝑘

, 𝑟

)
，其中 𝑟 為一常數。 1M

𝑅𝐴 = 𝑅𝐶√(
1 − 𝑘
𝑘

+ 2
)2

+ 𝑟2 =

√(
1 − 𝑘
𝑘

)2
+ (𝑟 + 4)2 1M(

1 − 𝑘
𝑘

)2
+ 4

(
1 − 𝑘
𝑘

)
+ 4 + 𝑟2 =

(
1 − 𝑘
𝑘

)2
+ 𝑟2 + 8𝑟 + 16

4
(
1 − 𝑘
𝑘

)
− 12 = 8𝑟

𝑟 =
1 − 4𝑘

2𝑘
1A

𝑅的坐標為

(
1 − 𝑘
𝑘

,
1 − 4𝑘

2𝑘

)
。

(iii) 可得 ∠𝑅𝐶𝑄 = 90◦。
1−4𝑘

2𝑘 + 4
1−𝑘
𝑘 − 0

×
− (𝑘+1)2

𝑘 + 4
1−𝑘
𝑘 − 0

= −1 1M+1M

1 + 4𝑘
2𝑘

× −𝑘2 + 2𝑘 − 1
𝑘

= −
(
1 − 𝑘
𝑘

)2

1 + 4𝑘
2𝑘

× (𝑘 − 1)2

𝑘
=

(1 − 𝑘)2

𝑘2

1 + 4𝑘 = 2

𝑘 =
1
4

1A

𝑅的坐標為 (3, 0)。
所求面積 = 𝐴𝑅2𝜋

= (3 + 2)2𝜋

= 25𝜋 1A
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