
解 分

REG-2324-MOCK-SET 3-MATH-EP(M2)
建議題解

1. (1 + 𝑎𝑥)2(1 + 2𝑥)𝑛

= (1 + 2𝑎𝑥 + 𝑎2𝑥2) [1 + 2𝐶𝑛
1𝑥 + 4𝐶𝑛

2𝑥2 + … + 2𝑛𝑥𝑛] 1M

⎧{
⎨{⎩

2𝑛 + 2𝑎 = 16 1M

4𝐶𝑛
2 + 4𝑎𝑛 + 𝑎2 = 109

4𝑛(𝑛 − 1)
2 + 4𝑛(8 − 𝑛) + (8 − 𝑛)2 = 109 1M

−𝑛2 + 14𝑛 − 45 = 0 1A

𝑛 = 5 或 9 1A

2. 𝑓 (2 + ℎ) = √4(2 + ℎ) − (2 + ℎ)2

= √4 − ℎ2 1A

𝑓 ′(2) = lim
ℎ→0

𝑓 (2 + ℎ) − 𝑓 (2)
ℎ

= lim
ℎ→0

√4 − ℎ2 − √8 − 4
ℎ 1M

= lim
ℎ→0

(4 − ℎ2) − 4
ℎ(√4 − ℎ2 + 2)

1M

= lim
ℎ→0

−ℎ
√4 − ℎ2 + 2

= 0 1A

3. (a) ∫ ln 𝑥 d𝑥 = 𝑥 ln 𝑥 − ∫ d𝑥 1M+1A

= 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 +常數 1A

(b) 體積 = 𝜋∫
3

1

ln 𝑦
ln 3 d𝑦 1M+1A

= 𝜋
ln 3[𝑦 ln 𝑦 − 𝑦]

3

1
1M

= 3𝜋 − 2𝜋
ln 3 1A
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解 分

4. (a) ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑃 = 3
3 + 1a + 1

3 + 1b 1M

= 3
4a + 1

4b 1A

(b) (i) 302 = ∣⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑃∣2

900 = 9
16a ⋅ a + 3

8a ⋅ b + 1
16b ⋅ b 1M

= 9
16(36)3 + 3

8a ⋅ b + 1
16(24)2 1A

a ⋅ b = 360 1A

(ii) a ⋅ b = |a||b| cos ∠𝐴𝑂𝐵
360 = (36)(24) cos ∠𝐴𝑂𝐵 1M

∠𝐴𝑂𝐵 = cos−1 5
12 1A

5. (a) det 𝑀 = 𝑎𝑏 − 6𝑎𝑏
= −5𝑎𝑏
≠ 0 （𝑎 > 0及 𝑏 > 0）

因此，𝑀 為非奇異矩陣。 1

(b) ⎛⎜
⎝

1 13
−10 1

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

𝑎 3𝑏
2𝑎 𝑏

⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

𝑎 3𝑎
3𝑏 𝑏

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

1 −10
13 1

⎞⎟
⎠

比較矩陣右上角的元素。

13𝑏 + 3𝑏 = −10𝑎 + 2𝑎 1M

𝑎 = −2𝑏 1A

(c) 𝑀𝑇 = ⎛⎜
⎝

𝑎 2𝑎
3𝑏 𝑏

⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

−2𝑏 −4𝑏
3𝑏 𝑏

⎞⎟
⎠

1A

(𝑀𝑇 )−1 = 1
−2𝑏2 + 12𝑏2

⎛⎜
⎝

𝑏 4𝑏
−3𝑏 −2𝑏

⎞⎟
⎠

1M

=
⎛⎜⎜⎜
⎝

1
10𝑏

2
5𝑏

− 3
10𝑏 − 1

5𝑏

⎞⎟⎟⎟
⎠

1A
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解 分

6. (a) 當 𝑛 = 1，
左式 = (−1)1(1)2 = −1，右式 = (−1)(1)(1 + 1)

2 = −1 =左式
對 𝑛 = 1，命題為真。 1

假設
𝑝

∑
𝑘=1

(−1)𝑘𝑘2 = (−1)𝑝𝑝(𝑝 + 1)
2 ，其中 𝑝 ∈ ℤ+。 1

𝑝+1
∑
𝑘=1

(−1)𝑘𝑘2 =
𝑝

∑
𝑘=1

(−1)𝑘𝑘2 + (−1)𝑝+1(𝑝 + 1)2

= (−1)𝑝𝑝(𝑝 + 1)
2 + (−1)𝑝+1(𝑝 + 1)2 1M

= (−1)𝑝+1(𝑝 + 1)
2 [−𝑝 + 2(𝑝 + 1)] 1M

= (−1)𝑝+1(𝑝 + 1)(𝑝 + 2)
2

對 𝑛 = 𝑝 + 1，命題為真。
藉數學歸納法，∀𝑛 ∈ ℤ+，命題為真。 1

(b)
333
∑
𝑘=3

(−1)𝑘+1𝑘2 = − ⎡⎢
⎣

333
∑
𝑘=1

(−1)𝑘𝑘2 −
2

∑
𝑘=1

(−1)𝑘𝑘2⎤⎥
⎦

1M

= − [−333(334)
2 − (−1 + 4)]

= 55 614 1A

7. (a) tan 3𝛽 = tan 2𝛽 + tan 𝛽
1 − tan 2𝛽 tan 𝛽 1M

=
2 tan 𝛽

1−tan2 𝛽 + tan 𝛽

1 − 2 tan 𝛽
1−tan2 𝛽 ⋅ tan 𝛽

= 3 tan 𝛽 − tan3 𝛽
1 − 3 tan2 𝛽

1A

(b) tan 3𝑥 = cot 𝑥
tan 3𝑥 = tan (𝜋

2 − 𝑥) 1M

3𝑥 = 𝜋
2 − 𝑥

𝑥 = 𝜋
8 1A

(c) 取 𝛽 = 𝜋
8，可得 tan 3𝛽 = cot 𝛽。

3 tan 𝛽 − tan3 𝛽
1 − 3 tan2 𝛽

= 1
tan 𝛽

tan4 𝛽 − 6 tan2 𝛽 + 1 = 0 1A

tan2 𝛽 = 6 ± √62 − 4(1)(1)
2(1) 1M

= 3 ± 2√2

由於 tan 𝛽 = tan 𝜋
8 < 1，可得 tan2 𝛽 = 3 − 2√2。 1A
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解 分

8. (a) 0 =
∣∣∣∣∣∣

𝑘 2 −1
1 𝑘 3
1 4 1

∣∣∣∣∣∣
1M

= 𝑘2 + 6 − 4 + 𝑘 − 2 − 12𝑘
= 𝑘2 − 11𝑘

𝑘 = 0 或 11 1A

(b) 代 𝑘 = 0，可得
⎧{{
⎨{{⎩

2𝑦 − 𝑧 = 0
𝑥 + 3𝑧 = 0
𝑥 + 4𝑦 + 𝑧 = 0

。

設 𝑧 = 𝑡，其中 𝑡 ∈ ℝ。 1M

解集為 {(−3𝑡, 𝑡
2 , 𝑡) ∶ 𝑡 ∈ ℝ}。 1A

(c) 首三條方程的解為 {(−3𝑡, 𝑡
2 , 𝑡) ∶ 𝑡 ∈ ℝ}。

𝑡2 + 𝑡
2(−3𝑡 + 2) = 0 1M

−𝑡2
2 + 𝑡 = 0

𝑡 = 0 或 2 1A

解為 (0, 0, 0)或 (−6, 1, 2)。 1A
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解 分

9. (a) 𝑓 ′(𝑥) = 2𝑥(𝑥 − 3) − (𝑥2 + 𝑎)
(𝑥 − 3)2 1A

= 𝑥2 − 6𝑥 − 𝑎
(𝑥 − 3)2

0 = 52 − 6(5) − 𝑎
(5 − 3)2 1M

𝑎 = −5 1A

(b) 𝑓 ′(𝑥) = 𝑥2 − 6𝑥 + 5
(𝑥 − 3)2 = (𝑥 − 1)(𝑥 − 5)

(𝑥 − 3)2

當 𝑓 ′(𝑥) = 0，𝑥 = 1或 5。 1A

𝑥 𝑥 < 1 1 < 𝑥 < 3 3 < 𝑥 < 5 𝑥 > 5

𝑓 ′(𝑥) + − − + 1M

𝐶的極大點為 (1, 2)。 1A

(c) 𝑓 (𝑥) = 𝑥2 − 5
𝑥 − 3

= 𝑥 + 3 + 4
𝑥 − 3 1M

斜漸近線為 𝑦 = 𝑥 + 3。垂直漸近線為 𝑥 = 3。 1A

(d) 𝑥2 − 5
𝑥 − 3 = 0

𝑥 = ±√5 1A

面積 = ∫
√5

−√5

𝑥2 − 5
𝑥 − 3 d𝑥

= ∫
√5

−√5
(𝑥 + 3 + 4

𝑥 − 3) d𝑥 1M

=[𝑥2

2 + 3𝑥 + 4 ln |𝑥 − 3|]
√5

−√5
1A

= 6√5 + 4 ln 3 − √5
3 + √5

= 6√5 + 4 ln 7 − 3√5
2 1A
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解 分

10. (a) (i) sin 3𝑥
sin 𝑥 − (2 cos 2𝑥 + 1) = 1

sin 𝑥 [sin 3𝑥 − 2 sin 𝑥 cos 2𝑥 − sin 𝑥]

= 1
sin 𝑥 [sin 3𝑥 − (sin 3𝑥 − sin 𝑥) − sin 𝑥] 1M

= 0
因此，

sin 3𝑥
sin 𝑥 = 2 cos 2𝑥 + 1。 1

(ii) 代 𝑥 = 𝜋
4 + 𝑦。

sin 3 (𝜋
4 + 𝑦)

sin (𝜋
4 + 𝑦) = 2 cos 2 (𝜋

4 + 𝑦) + 1

sin 3𝜋
4 cos 3𝑦 + cos 3𝜋

4 sin 3𝑦
sin 𝜋

4 cos 𝑦 + cos 𝜋
4 sin 𝑦 = −2 sin 2𝑦 + 1 1A

cos 3𝑦 − sin 3𝑦
cos 𝑦 + sin 𝑦 = −2 sin 2𝑦 + 1

sin 3𝑦 − cos 3𝑦
sin 𝑥 + cos 𝑦 = 2 sin 2𝑦 − 1 1A

(b) (i) 設 𝑢 = 𝑎 − 𝑥。則 d𝑢 = − d𝑥。

∫
𝑎

0
𝑓 (𝑥) d𝑥 = −∫

0

𝑎
𝑓 (𝑎 − 𝑢) d𝑢 1M

= ∫
𝑎

0
𝑓 (𝑎 − 𝑢) d𝑢

= ∫
𝑎

0
𝑓 (𝑎 − 𝑥) d𝑥 1A

(ii) 代 𝑓 (𝑥) = sin 3𝑥
sin 𝑥 + cos 𝑥。

𝑓 (𝜋
2 − 𝑥) = sin 3 (𝜋

2 − 𝑥)
sin (𝜋

2 − 𝑥) + cos (𝜋
2 − 𝑥) = − cos 3𝑥

cos 𝑥 + sin 𝑥 1

可得∫
𝜋
2

0

sin 3𝑥
sin 𝑥 + cos 𝑥 d𝑥 = ∫

𝜋
2

0

− cos 3𝑥
sin 𝑥 + cos 𝑥 d𝑥。 1A

2∫
𝜋
2

0

sin 3𝑥
sin 𝑥 + cos 𝑥 d𝑥 = ∫

𝜋
2

0

sin 3𝑥
sin 𝑥 + cos 𝑥 d𝑥 + ∫

𝜋
2

0

− cos 3𝑥
sin 𝑥 + cos 𝑥 d𝑥 1M

∫
𝜋
2

0

sin 3𝑥
sin 𝑥 + cos 𝑥 d𝑥 = 1

2 ∫
𝜋
2

0

sin 3𝑥 − cos 3𝑥
sin 𝑥 + cos 𝑥 d𝑥 1A

(c) ∫
𝜋
2

0

sin 3𝑥
sin 𝑥 + cos 𝑥 d𝑥 = 1

2 ∫
𝜋
2

0
(2 sin 2𝑥 − 1) d𝑥 1M

= 1
2[ − cos 2𝑥 − 𝑥]

𝜋
2

0
1A

= 1 − 𝜋
4 1A
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解 分

11. (a) 𝑀2 = ⎛⎜
⎝

−3 −28
4 29

⎞⎟
⎠

= 𝑎𝑀 + 𝑏𝐼 1A

則 2𝑎 + 𝑏 = −3、7𝑎 = −28、−𝑎 = 4及 −6𝑎 + 𝑏 = 29。 1M
求解後，可得 𝑎 = −4及 𝑏 = 5。 1A

(b) 當 𝑛 = 1，
右式 = (1 − (−5))𝑀 + (5 − 5)𝐼 = 6𝑀 =左式
對 𝑛 = 1，命題為真。
假設 6𝑀𝑘 = (1 − (−5)𝑘)𝑀 + (5 + (−5)𝑘)𝐼，其中 𝑘 ∈ ℤ+。 1

6𝑀𝑘+1 = 𝑀(6𝑀𝑘)
= 𝑀 [(1 − (−5)𝑘)𝑀 + (5 + (−5)𝑘)𝐼] 1

= (1 − (−5)𝑘)𝑀2 + (5 + (−5)𝑘)𝑀
= (1 − (−5)𝑘)(−4𝑀 + 5𝐼) + (5 + (−5)𝑘)𝑀
= (1 − (−5)𝑘+1)𝑀 + (5 + (−5)𝑘+1)𝐼

對 𝑛 = 𝑘 + 1，命題為真。 1
藉數學歸納法，∀𝑛 ∈ ℤ+，命題為真。 1

(c) 利用 (b)，𝑀𝑛 = [1
6𝑀 + 5

6𝐼] + (−5)𝑛 [1
6𝐼 − 1

6𝑀]。

設定 𝐴 = 1
6𝑀 + 5

6𝐼 = 1
6

⎛⎜
⎝

7 7
−1 −1

⎞⎟
⎠
及 𝐵 = 1

6𝐼 − 1
6𝑀 = 1

6
⎛⎜
⎝

−1 −7
1 7

⎞⎟
⎠
。 1A

留意 𝐴2 = 1
6

⎛⎜
⎝

7 7
−1 −1

⎞⎟
⎠

= 𝐴、𝐵2 = 1
6

⎛⎜
⎝

−1 −7
1 7

⎞⎟
⎠

= 𝐵、𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = ⎛⎜
⎝

0 0
0 0

⎞⎟
⎠
。 1M

𝑀𝑛 (𝐴 + 1
(−5)𝑛 𝐵) = [𝐴 + (−5)𝑛𝐵] [𝐴 + 1

(−5)𝑛 𝐵] 1M

= 𝐴2 + (−5)𝑛𝐵𝐴 + 1
(−5)𝑛 𝐴𝐵 + 𝐵2

= 𝐴 + 𝐵
= 𝐼 1M

因此，對所有正整數 𝑛，(𝑀𝑛)−1 = 𝐴 + 1
(−5)𝑛 𝐵。

所求矩陣 𝐴及 𝐵存在。 1
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解 分

12. (a) ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 = 2i + 4j − k及 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐶 = −2i + 4j − k 1A

面積 = 1
2 ∣⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐶 × ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵∣

= 1
2 | − 4j − 16k| 1M

= 1
2

√42 + 162

= 2√17 1A

(b) ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐷𝐴 = −7j + k
設 n = −1

4(⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐶 × ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵) = j + 4k，使得 n垂直於Π。

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐷𝑃 =
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐷𝐴 ⋅ n
n ⋅ n n 1M

= (−7 + 4)
12 + 42 (j + 4k) 1M

= − 3
17 j − 12

17k 1A

(c) (i) 設 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝑄 = 𝑡⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐶，其中 0 < 𝑡 < 1。
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝑄 = 𝑡(−4i) = −4𝑡i
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐷𝑄 = ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝑄 − ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐷

= (−4𝑡i) − (−2i + 3j)
= (−4𝑡 + 2)i − 3j

0 = ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐷𝑄 ⋅ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐶 1M

= −4(−4𝑡 + 2)

𝑡 = 1
2

因此，⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐷𝑄 = −3j。 1A

(ii) ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐶 ⋅ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑃𝑄 = ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐶 ⋅ (⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑃𝐷 + ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐷𝑄) 1M

= ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐶 ⋅ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑃𝐷 + ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐶 ⋅ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐷𝑄
= 0 + 0
= 0

因此，𝐵𝐶 ⟂ 𝑃𝑄。 1

(d) 所求之角為 ∠𝐷𝑄𝑃 = 90° − ∠𝑃𝐷𝑄。
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐷𝑃 ⋅ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐷𝑄 = (𝐷𝑃)(𝐷𝑄) cos ∠𝑃𝐷𝑄

(− 3
17 j − 12

17k) ⋅ (−3j) = 3
√17

(3) cos ∠𝑃𝐷𝑄 1M+1A

cos ∠𝑃𝐷𝑄 = 1
√17

所求之角 = 90° − cos−1 1
√17

≈ 14° 1A
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