
1. (a) 𝐴(𝜃) = [(1 − sin 𝜃) + 1] (2 − cos 𝜃)
2

=
(2 − sin 𝜃)(2 − cos 𝜃)

2
1A

d𝐴(𝜃)
d𝜃

=
1
2
[(− cos 𝜃)(2 − cos 𝜃) + (2 − sin 𝜃)(sin 𝜃)] 1M

=
1
2
[2(sin 𝜃 − cos 𝜃) − (sin2 𝜃 − cos2 𝜃)]

=
1
2
(sin 𝜃 − cos 𝜃)(2 − sin 𝜃 − cos 𝜃) 1

(b) (i) 對 0 < 𝜃 <
𝜋

2
，可得 sin 𝜃 < 1及 cos 𝜃 < 1。 1M

2 − sin 𝜃 − cos 𝜃 > 2 − 1 − 1

2 − sin 𝜃 − cos 𝜃 > 0 1

(ii) 當 𝐴(𝜃) = 0時，

sin 𝜃 − cos 𝜃 = 0 1M

tan 𝜃 = 1

𝜃 =
𝜋

4

𝜃 0 < 𝜃 <
𝜋

4
𝜋

4
< 𝜃 <

𝜋

2

d𝐴(𝜃)
d𝜃

− +
1M

𝐴(𝜃) 在 𝜃 =
𝜋

4
達至極小值。 1A

所求之值

=
1
2

(
2 − sin

𝜋

4

) (
2 − cos

𝜋

4

)
=

9 − 4
√

2
4

1A

(c) 設 𝑡 s為時間。
d𝐴(𝜃)

d𝑡
=

d𝐴(𝜃)
d𝜃

d𝜃
d𝑡

1M

當 𝜃 =
𝜋

3
及

d𝜃
d𝑡

= − 1
10
時，

d𝐴(𝜃)
d𝑡

=
1
2

(
sin

𝜋

3
− cos

𝜋

3

) (
2 − sin

𝜋

3
− cos

𝜋

3

) (
− 1

10

)
1M

=
1
2
·
√

3 − 1
2

· 4 −
√

3 − 1
2

·
(
− 1

10

)
=

3 − 2
√

3
40

所求變率為
3 − 2

√
3

40
m2/s。 1A

2. (a) ∠𝑃𝑂𝑄 =
𝜋

2

1



∠𝑂𝑄𝑃 = 𝜋 − 𝜋

2
− 𝜃 =

𝜋

2
− 𝜃

∠𝑄𝐶𝑅 = 𝜋 − 2
(𝜋
2
− 𝜃

)
= 2𝜃 1M

𝐴 = 𝜋(1)2 × 2𝜃
2𝜋

− 1
2
(1)2 sin 2𝜃 1M+1M

= 𝜃 − 1
2

sin 2𝜃 1

(b) 𝑥 =
2

tan 𝜃
1A

(c) 當 𝑥 = 2
√

3時，

2
√

3 =
2

tan 𝜃
𝜃 =

𝜋

6
1A

考慮方程 𝑥 =
2

tan 𝜃
。

tan 𝜃 =
2
𝑥

sec2 𝜃
d𝜃
d𝑡

= − 2
𝑥2

d𝑥
d𝑡

1M

sec2 𝜋

6
d𝜃
d𝑡

= − 2
(2
√

3)2
(−2) 1A

d𝜃
d𝑡

=
1
4

考慮方程 𝐴 = 𝜃 − 1
2

sin 2𝜃。

d𝐴
d𝑡

=
d𝜃
d𝑡

− cos 2𝜃
d𝜃
d𝑡

1M

=
1
4
− cos

𝜋

3
· 1

4
1M

=
1
8

1A

所求變率為
1
8
m/s2。

3. (a) 該角錐的體積 =
1
3
(12)2(6) = 288 cm3。

水面下的角錐的體積

= 288

[
1 −

(
6 − ℎ

6

)3
]

1M

=
4
3
[6 − (6 − ℎ)] [62 + 6(6 − ℎ) + (6 − ℎ)2]

=
4ℎ3

3
− 24ℎ2 + 144ℎ

𝑉 = 12ℎ2 −
(
4ℎ3

3
− 24ℎ2 + 144ℎ

)
1M

= 24ℎ2 − 4
3
ℎ3 1

(b)
d𝑉
d𝑡

= 48ℎ
dℎ
d𝑡

− 4ℎ2 dℎ
d𝑡

1M

2



代
dℎ
d𝑡

= 1，

d𝑉
d𝑡

= 48ℎ − 4ℎ2 > 140

−4ℎ2 + 48ℎ − 140 > 0 1M

5 < ℎ < 7 1M

藉考慮容器的高，ℎ ≤ 5，因此不可能使
d𝑉
d𝑡

> 140。

不同意該宣稱。 1A

(c) 代
d𝑉
d𝑡

= −(12 − ℎ)(ln ℎ + 1)2，

−(12 − ℎ) (ln ℎ + 1)2 = (48ℎ − 4ℎ2) dℎ
d𝑡

1M

dℎ
d𝑡

= − (ln ℎ + 1)2

4ℎ

d
dℎ

(
dℎ
d𝑡

)
=

2(ln ℎ + 1)
(

1
ℎ

)
(ℎ) − (ln ℎ + 1)2

−4ℎ2 1M

=
(ln ℎ + 1)(ln ℎ − 1)

4ℎ2

當
d
dℎ

(
dℎ
d𝑡

)
= 0，

ln ℎ = ±1

ℎ = 𝑒 或
1
𝑒

ℎ 0 < ℎ <
1
𝑒

1
𝑒
< ℎ < 𝑒 𝑒 < ℎ < 5

d
dℎ

(
dℎ
d𝑡

)
+ − +

1M

dℎ
d𝑡

����
ℎ= 1

𝑒

= 0及
dℎ
d𝑡

����
ℎ=𝑒

= −1
𝑒
及

dℎ
d𝑡

����
ℎ=5

= − (ln 5 + 1)2

20
.

當水深由 5 cm 減小至 𝑒 cm，水深的變率由 − (ln 5 + 1)2

20
cm/s 減小至局部極小值

−1
𝑒
cm/s。 1M

當水深由 𝑒 cm減小至
1
𝑒
cm，水深的變率由 −1

𝑒
cm/s增加至局部極大值 0 cm/s。

當水深由
1
𝑒
cm減小至 0 cm，水深的變率減小。 1A

3



4. (a) 𝑃𝑄 =
√
𝑢2 + 64 +

√
(𝑢 − 9)2 + 16 1M

d𝑃𝑄
d𝑢

=
𝑢

√
𝑢2 + 64

+ 𝑢 − 9√
(𝑢 − 9)2 + 16

1M

=
𝑢
√
(𝑢 − 9)2 + 16 + (𝑢 − 9)

√
𝑢2 + 64

√
𝑢2 + 64

√
(𝑢 − 9)2 + 16

=
𝑢2 [(𝑢 − 9)2 + 16] − (𝑢 − 9)2(𝑢2 + 64)

√
𝑢2 + 64

√
(𝑢 − 9)2 + 16(𝑢

√
(𝑢 − 9)2 + 16 − (𝑢 − 9)

√
𝑢2 + 64)

=
−48(𝑢 − 6)(𝑢 − 18)

√
𝑢2 + 64

√
(𝑢 − 9)2 + 16(𝑢

√
(𝑢 − 9)2 + 16 − (𝑢 − 9)

√
𝑢2 + 64)

對
d𝑃𝑄
d𝑢

= 0，可得 𝑢 = 6。 1M

因此，可得 𝑎 = 6。 1A

(b) (i) 設 𝐴平方單位為長方形 𝑃𝑄𝑆𝑅的面積。

𝐴 = 𝑢𝑃𝑄 1M
d𝐴
d𝑢

= 𝑃𝑄 + 𝑢
d𝑃𝑄
d𝑢

1M

當 𝑢 = 6，
d𝐴
d𝑢

=
√

62 + 64 +
√
(6 − 9)2 + 16 + 6(0)

= 15 ≠ 0 1M

由此，當 𝑢 = 6時，𝐴不達至其極小值。

不同意該宣稱。 1A

(ii) 𝑂𝑃 =
√
𝑢2 + (𝑢2 + 64)

=
√

2𝑢2 + 64
d𝑂𝑃

d𝑡
=

2𝑢
√

2𝑢2 + 64
d𝑢
d𝑡

1M

當 𝑢 = 6時，

12 =
2(6)√

2(6)2 + 64

(
d𝑢
d𝑡

����
𝑢=6

)
d𝑢
d𝑡

����
𝑢=6

= 2
√

34 1M

設 𝑤單位為長方形 𝑃𝑄𝑆𝑅的周界。

𝑤 = 2(𝑢 + 𝑃𝑄) 1M
d𝑤
d𝑡

= 2
d𝑢
d𝑡

+ 2
d𝑃𝑄
d𝑢

· d𝑢
d𝑡

1M

當 𝑢 = 6時，
d𝑤
d𝑡

����
𝑢=6

= 2(2
√

34) + 2(0)(2
√

34)

= 4
√

34 1A

所求變率為每秒 4
√

34單位。

4



5. (a) (i) (2, 16) 為 𝐶1的駐點。

𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥3

d𝑦
d𝑥

= 𝑎 + 3𝑏𝑥2

0 = 𝑎 + 3𝑏(2)2 1M

(2, 16) 為 𝐶1上的一點。

16 = 2𝑎 + 𝑏(2)3 1M

求解後，可得 𝑎 = 12及 𝑏 = −1。 1A

(ii)
d𝑦
d𝑥

= 12 − 3𝑥2

d2𝑦

d𝑥2 = −6𝑥 1M

d2𝑦

d𝑥2

����
𝑥=2

= −12 < 0

因此，(2, 16)為 𝐶1的極大點。 1A

(iii) 當
d2𝑦

d𝑥2 = 0時，𝑥 = 0。

𝑥 𝑥 < 0 𝑥 > 0

d2𝑦

d𝑥2 + −
1M

拐點為 (0, 0)。 1A

(b) (i) 𝑃𝑄 = (12𝑟 − 𝑟3) − ln
(
12𝑟 − 𝑟3

)
= 12𝑟 − 𝑟3 − ln

(
12𝑟 − 𝑟3

)
1A

(ii) 設 𝐴平方單位為 △𝑂𝑃𝑄的面積。

𝐴 =
1
2
𝑟 [12𝑟 − 𝑟3 − ln

(
12𝑟 − 𝑟3

)
] 1M

=
1
2
[12𝑟2 − 𝑟4 − 𝑟 ln

(
12𝑟 − 𝑟3

)
]

d𝐴
d𝑡

=
1
2

[
24𝑟 − 4𝑟3 − ln

(
12𝑟 − 𝑟3

)
− 𝑟 (12 − 3𝑟2)

12𝑟 − 𝑟3

]
d𝑟
d𝑡

1M

d𝐴
d𝑡

����
𝑟=2

=
1
2

[
24(2) − 4(2)3 − ln

(
12(2) − 23

)
− 2(12 − 3(2)2)

12(2) − 23

]
(4) 1M

= 32 − 2 ln 16 1A

所求變率為每分鐘 32 − 2 ln 16平方單位。

6. (a) 𝑆的坐標為
(
𝑎, 𝑒𝑎

2+𝑎
)
。

𝑦 = 𝑒𝑥
2+𝑥

d𝑦
d𝑥

= 𝑒𝑥
2+𝑥 (2𝑥 + 1) 1M

5



設 (𝑟, 0)為 𝑅的坐標。

0 − 𝑒𝑎
2+𝑎

𝑟 − 𝑎
= 𝑒𝑎

2+𝑎 (2𝑎 + 1) 1M

𝑟 = 𝑎 − 1
2𝑎 + 1

1A

(b) 𝐴 =
1
2

[
𝑎 −

(
𝑎 − 1

2𝑎 + 1

)]
𝑒𝑎

2+𝑎 1M+1M

=
𝑒𝑎

2+𝑎

2(2𝑎 + 1)
d𝐴
d𝑎

=
𝑒𝑎

2+𝑎 (2𝑎 + 1)(2𝑎 + 1) − 𝑒𝑎
2+𝑎 (2)

2(2𝑎 + 1)2 1M

= 𝑒𝑎
2+𝑎

[
1
2
− 1

(2𝑎 + 1)2

]
1A

(c) 留意 𝑆𝑇 = 𝑒𝑎
2+𝑎。

d
d𝑡
(𝑆𝑇) ≤ 2

𝑒𝑎
2+𝑎 (2𝑎 + 1) d𝑎

d𝑡
≤ 2 1M

d𝑎
d𝑡

≤ 2
(2𝑎 + 1)𝑒𝑎2+𝑎

留意對 𝑎 >
1
2
，

1
2
− 1

(2𝑎 + 1)2 > 0。

d𝐴
d𝑡

=
d𝐴
d𝑎

· d𝑎
d𝑡

1M

= 𝑒𝑎
2+𝑎

[
1
2
− 1

(2𝑎 + 1)2

]
· d𝑎

d𝑡

≤ 𝑒𝑎
2+𝑎

[
1
2
− 1

(2𝑎 + 1)2

]
· 2
(2𝑎 + 1)𝑒𝑎2+𝑎

1M

d𝐴
d𝑡

≤ 1
2𝑎 + 1

− 2
(2𝑎 + 1)3

設 𝑓 (𝑎) = 1
2𝑎 + 1

− 2
(2𝑎 + 1)3。

𝑓 ′(𝑎) = − 2
(2𝑎 + 1)2 + 12

(2𝑎 + 1)4 1M

=
−2(4𝑎2 + 4𝑎 − 5)

(2𝑎 + 1)4

當 𝑓 ′(𝑎) = 0時，𝑎 =
−1 +

√
6

2
或

−1 −
√

6
2

（捨去）。 1M

𝑎
1
2
< 𝑎 <

−1 +
√

6
2

𝑎 >
−1 +

√
6

2

𝑓 ′(𝑎) + −
1M

𝑓 (𝑎) 的極大值為 𝑓

(
−1 −

√
6

2

)
=

√
6

9
< 0.3。 1M

6



可得
d𝐴
d𝑡

≤ 𝑓 (𝑎) < 0.3。

同意該宣稱。 1A

7. (a) (i) 𝑇 =

√
32 + 𝑥2

10
+ 20 − 4 − 𝑥

24
+
√

32 + 42(
600

16−𝑥

) 1M

=

√
9 + 𝑥2

10
− 𝑥

20
+ 4

5
1

(ii)
d𝑇
d𝑥

=
1
10

· 2𝑥
2
√

9 + 𝑥2
− 1

20
1M

=
𝑥

10
√

9 + 𝑥2
− 1

20

當
d𝑇
d𝑥

= 0時，

𝑥

10
√

9 + 𝑥2
=

1
20

(2𝑥)2 = (
√

9 + 𝑥2)2

𝑥2 = 3

𝑥 =
√

3 或 −
√

3（捨去）

𝑥 0 < 𝑥 <
√

3
√

3 < 𝑥 < 16

d𝑇
d𝑥

− +
1M

𝑇 在 𝑥 =
√

3達至極小值。

𝑇 的極小值 =

√
9 + 3
10

−
√

3
20

+ 4
5

=
3
√

3 + 16
20

1A

𝑆𝑀 =
√

32 + 3

=
√

12 km 1A

(b) (i) 𝑆𝐶 = (
√

12)(
√

3) = 6 km 1M
𝐶𝑁 =

√
32 + (16 − 6)2 =

√
109 km

7



sin 𝛽 =
3

√
109
及 cos 𝛽 =

10
√

109
。 1A

𝑅𝑁

sin𝛼
=

𝐶𝑁

sin∠𝐶𝑅𝑁
1M

𝑅𝑁 =

√
109 sin𝛼

sin(𝜋 − 𝛼 − 𝛽)

=

√
109 sin𝛼

sin(𝛼 + 𝛽)

=

√
109 sin𝛼

sin𝛼 cos 𝛽 + sin 𝛽 cos𝛼
1M

=

√
109 sin𝛼

sin𝛼
(

10√
109

)
+ cos𝛼

(
3√
109

)
=

109 tan𝛼
10 tan𝛼 + 3

1

(ii)
d𝑅𝑁

d𝑡
= 109

sec2 𝛼(10 tan𝛼 + 3) − 10 sec2 𝛼 tan𝛼
(10 tan𝛼 + 3)2 · d𝛼

d𝑡
1M

=
327 sec2 𝛼

(10 tan𝛼 + 3)2 · d𝛼
d𝑡

d𝑅𝑁
d𝑡

=
−24
3600

= − 1
150

km/s

− 1
150

=
327 sec2 1

(10 tan 1 + 3)2 · d𝛼
d𝑡

d𝛼
d𝑡

≈ −0.0021

所求變率為 −0.0021 rad/s。 1A

8. (a) 𝑦 =
1
2

ln 𝑥

d𝑦
d𝑥

=
1
2𝑥

1M

𝐶 在 𝑃的切線斜率 =
1
2𝑟
；𝐶 在 𝑃的法線斜率 = −2𝑟。

設 𝑄的坐標為 (𝑞, 0)。
0 − 1

2 ln 𝑟
𝑞 − 𝑟

= −2𝑟 1M

ln 𝑟 = −4𝑞𝑟 + 4𝑟2

𝑞 =
4𝑟2 + ln 𝑟

4𝑟
1

𝑄的 𝑥坐標為
4𝑟2 + ln 𝑟

4𝑟
。

(b) 設 △𝑃𝑄𝑅的面積為 𝐴。

8



𝐴 =
1
2

(
4𝑟2 + ln 𝑟

4𝑟
− 𝑟

) (
1
2

ln 𝑟
)

1M

=
(ln 𝑟)2

16𝑟
1A

d𝐴
d𝑟

=
2

16𝑟
(ln 𝑟)

(
1
𝑟

)
− (ln 𝑟)2

16𝑟2 1M

=
ln 𝑟 (2 − ln 𝑟)

16𝑟2

當
d𝐴
d𝑡

= 0，

ln 𝑟 = 2 或 0

𝑟 = 𝑒2 或 1（捨去）

𝑟 1 < 𝑟 < 𝑒2 𝑟 > 𝑒2

d𝐴
d𝑟

+ −
1M

𝐴在 𝑟 = 𝑒2達至最大值。最大面積 =
(ln 𝑒2)2

16𝑒2 =
1

4𝑒2 1A

9



(c) 𝑂𝑃 =
√
𝑟2 + (ln

√
𝑟)2 =

1
2
√

4𝑟2 + (ln 𝑟)2 1M
d𝑂𝑃

d𝑡
=

4𝑟2 + ln 𝑟
2𝑟

√
4𝑟2 + (ln 𝑟)2

· d𝑟
d𝑡

1M

當 𝑟 = 𝑒，
d𝑂𝑃

d𝑡
=

1
2

(
𝑒2 + 1

4

)− 1
2
(
2𝑒 + 1

2𝑒

)
d𝑟
d𝑡

=
1
𝑒

(
𝑒2 + 1

4

)
d𝑟
d𝑡

由於
d𝑂𝑃

d𝑡
≤ 32𝑒2，

1
𝑒
·
(
𝑒2 + 1

4

) 1
2 d𝑟

d𝑡
≤ 32𝑒2

d𝑟
d𝑡

≤ 32𝑒3
(
𝑒2 + 1

4

)− 1
2

當 𝑟 = 𝑒，

d𝐴
d𝑡

=
ln 𝑟 (2 − ln 𝑟)

16𝑟2 · d𝑟
d𝑡

=
1

16𝑒2 · d𝑟
d𝑡

1M

≤ 1
16𝑒2 · 32𝑒3

(
𝑒2 + 1

4

)− 1
2

< 2𝑒 · (𝑒2)− 1
2 = 2

該宣稱正確。 1A

9. (a) 𝑃𝑄 =
√
𝑢2 + 36 +

√
(20 − 𝑢)2 + 16 1M

d𝑃𝑄
d𝑢

= 𝑢(𝑢2 + 36)− 1
2 + (𝑢 − 20) [(20 − 𝑢)2 + 16]− 1

2 1M

當
d𝑃𝑄
d𝑢

= 0時，

𝑢(𝑢2 + 36)− 1
2 = (20 − 𝑢) [(20 − 𝑢)2 + 16]− 1

2 1M

𝑢2 [(20 − 𝑢)2 + 16] = (20 − 𝑢)2(𝑢2 + 36)
0 = 20𝑢2 − 1440𝑢 + 14 400

𝑢 = 12 或 60（捨去）

𝑢 0 < 𝑢 < 12 12 < 𝑢 < 20

d𝑃𝑄
d𝑢

− +
1M

𝑃𝑄在 𝑢 = 12達至極小值。
因此，𝑎 = 12。 1A

10



(b) (i) 設 𝛽為長方形 𝑃𝑄𝑆𝑅的面積。

𝛽 = (𝑃𝑄)𝑢 1M
d𝛽
d𝑢

= 𝑢
d𝑃𝑄
d𝑢

+ 𝑃𝑄 1M

d𝛽
d𝑢

����
𝑢=12

= (12)(0) +
√

122 + 36 +
√
(20 − 12)2 + 16

= 10
√

5 ≠ 0 1M

因此，當 𝑢 = 12時，𝛽不達至其極小值。

不同意該宣稱。 1A

(ii) 在時間 𝑡min後，

𝑂𝑃 =
√
𝑢2 + (𝑢2 + 36)

d𝑂𝑃

d𝑡
= 2𝑢(2𝑢2 + 36)− 1

2
d𝑢
d𝑡

1M

28 = 2(12) (2(12)2 + 36)− 1
2

(
d𝑢
d𝑡

����
𝑢=12

)
1M

d𝑢
d𝑡

����
𝑢=12

= 21

設長方形 𝑃𝑄𝑆𝑅的周界為 𝑝。

𝑝 = 2(𝑃𝑄 + 𝑢) 1M
d𝑝
d𝑡

= 2
d𝑃𝑄
d𝑢

d𝑢
d𝑡

+ 2
d𝑢
d𝑡

1M

d𝑝
d𝑡

����
𝑢=12

= 2(0) (21) + 2(21)

= 42

所求變率為每分鐘 42單位。 1A

10. (a) (i) 𝑇 =
𝑃𝑄

7
+ 𝐵𝑄

1.4
1M

=
𝑥

7
+ 5

√
302 + (40 − 𝑥)2

7

=
𝑥 + 5

√
𝑥2 − 80𝑥 + 2500

7
1A

(ii) 當 𝑇 為極小值，
d𝑇
d𝑥

= 0

1
7
+ 5

7
· 1

2
(𝑥2 − 80𝑥 + 2500)− 1

2 (2𝑥 − 80) = 0 1M

(
√
𝑥2 − 80𝑥 + 2500)2 = [−5(𝑥 − 40)]2

2𝑥2 − 160𝑥 + 3125 = 0 1

𝑥 = 40 − 5
√

6
2

或 40 + 5
√

6
2
（捨去）
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𝑥 0 < 𝑥 < 40 − 5
√

6
2 40 − 5

√
6

2 < 𝑥 < 40

d𝑇
d𝑥

− +

當 𝑇 為極小值，𝑥 = 40 − 5
√

6
2
。 1M

𝑄𝐵 =

√√√
302 +

[
40 −

(
40 − 5

√
6

2

)]2

=
25

√
6

2
m 1

(b) (i) sin 𝛽 =
30(

25
√

6
2

) =
2
√

6
5

1A

cos 𝛽 =
40 −

(
40 − 5

√
6

2

)
25

√
6

2

=
1
5

1A

在 △𝑀𝐴𝐵，

𝑀𝐵

sin𝛼
=

𝐴𝐵

sin(𝜋 − 𝛼 − 𝛽) 1M

𝑀𝐵 =
40 sin𝛼

sin(𝛼 + 𝛽)

=
40 sin𝛼

sin𝛼 cos 𝛽 + cos𝛼 sin 𝛽
1M

=
40 tan𝛼

1
5 tan𝛼 + 2

√
6

5

=
200 tan𝛼

tan𝛼 + 2
√

6
1

(ii)
d𝑀𝐵

d𝑡
= 200 · sec2 𝛼(tan𝛼 + 2

√
6) − tan𝛼 sec2 𝛼

(tan𝛼 + 2
√

6)2
· d𝛼

d𝑡
1M

−1.4 =
400

√
6 sec2 0.2

(tan 0.2 + 2
√

6)2

d𝛼
d𝑡

d𝛼
d𝑡

≈ −0.0357 rad/s 1A

–試卷完 –


