
M2INT-AOI-2324-ASM-SET 2-MATH
建議題解

1. (a) 設 𝑥 = 3 + 3 sin 𝜃。則 d𝑥 = 3 cos 𝜃 d𝜃。

∫√𝑥(6 − 𝑥) d𝑥 = ∫√(3 + 3 sin 𝜃)(3 − 3 sin 𝜃)3 cos 𝜃 d𝜃 1M

= 9∫ cos2 𝜃 d𝜃

= 9
2 ∫(1 + cos 2𝜃) d𝜃 1A

= 9𝜃
2 + 9 sin 2𝜃

4 +常數 1A

= 9
2 sin−1 𝑥 − 3

3 + 9
2 sin 𝜃 cos 𝜃 +常數

= 9
2 sin−1 𝑥 − 3

3 + 9
2 (𝑥 − 3

3 ) √1 − (𝑥 − 3
3 )

2
+常數 1M

= 9
2 sin−1 𝑥 − 3

3 + 𝑥 − 3
2

√6𝑥 − 𝑥2 +常數 1A

(b) 在第一象限中，𝑦2 = √6𝑥 − 𝑥2 = √𝑥(6 − 𝑥)。 1M

體積 = 𝜋∫
6

0
√𝑥(6 − 𝑥) d𝑥 1M

= 𝜋[9
2 sin−1 𝑥 − 3

3 + 𝑥 − 3
2

√6𝑥 − 𝑥2]
6

0
1M

= 9𝜋2

2 1A
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2. (a) 體積 = 𝜋∫
4+ℎ

4
𝑦 d𝑦 1M

= 𝜋[𝑦2

2 ]
4+ℎ

4

= 𝜋
2 (ℎ2 + 8ℎ) 1

(b) (i) 𝑉 = 𝑉1 + 𝜋
2 (ℎ2 + 8ℎ)，其中 𝑉1為該平截頭體的體積，對 4 ≤ 𝐻 ≤ 12，ℎ = 𝐻 − 4。

d𝑉
d𝑡 = 𝜋(2ℎ + 8)

2
dℎ
d𝑡 1A

8 = 𝜋[2(7 − 4) + 8]
2

dℎ
d𝑡

dℎ
d𝑡 = 8

7𝜋
所求之率為

8
7𝜋 cm/s。 1A

(ii) 考慮形成該平截頭體的圓錐。設該圓錐的高為 𝐻0 cm。
𝐻0 − 4

𝐻0
= 2

4 1M

𝐻0 = 8 1A

𝑉 = 𝜋
3 (42)(8) ⎡⎢

⎣
1 − (8 − 𝐻

8 )
3
⎤⎥
⎦

1M+1A

= 128𝜋
3

⎡⎢
⎣
1 − (1 − 𝐻

8 )
3
⎤⎥
⎦

1

(iii) 上半部的體積 = 𝜋
2 [82 + 8(8)] = 64𝜋 cm3

已漏出的奶 = 𝜋
2 × 130 = 65𝜋 cm3 > 64𝜋 cm3

餘下的奶的深度小於 4 cm。

64𝜋 + 128𝜋
3

⎡⎢
⎣
1 − (1 − 4

8)
3
⎤⎥
⎦

− 65𝜋 = 128𝜋
3

⎡⎢
⎣
1 − (1 − 𝐻

8 )
3
⎤⎥
⎦

1M

(1 − 𝐻
8 )

3
= 19

128

1 − 𝐻
8 = ( 19

128)
1
3

1A

𝑉 = 128𝜋
3

⎡⎢
⎣
1 − (1 − 𝐻

8 )
3
⎤⎥
⎦

d𝑉
d𝑡 = 128𝜋

3
⎡⎢
⎣
0 − 3 (1 − 𝐻

8 )
2

(−1
8) d𝐻

d𝑡
⎤⎥
⎦

= 16𝜋 (1 − 𝐻
8 )

2 d𝐻
d𝑡 1A

−𝜋
2 = 16𝜋 ( 19

128)
2
3 d𝐻

d𝑡
d𝐻
d𝑡 ≈ −0.111
所求之率為 0.111 cm/s。 1A
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3. (a) d
d𝑥 (𝑒𝑥 cos 𝑥) = 𝑒𝑥 cos 𝑥 − 𝑒𝑥 sin 𝑥 1A

(b) ∫ 𝑒𝑥 cos 2𝑥 d𝑥 = 𝑒𝑥 cos 2𝑥 + 2∫ 𝑒𝑥 sin 2𝑥 d𝑥 1M

= 𝑒𝑥 cos 2𝑥 + 2𝑒𝑥 sin 2𝑥 − 4∫ 𝑒𝑥 cos 2𝑥 d𝑥 1M

5∫ 𝑒𝑥 cos 2𝑥 d𝑥 = 𝑒𝑥 cos 2𝑥 + 2𝑒𝑥 sin 2𝑥 +常數

∫ 𝑒𝑥 cos 2𝑥 d𝑥 = 𝑒𝑥 cos 2𝑥
5 + 2𝑒𝑥 sin 2𝑥

5 +常數 1A

(c) 𝑒𝑥(sin 2𝑥 + 1) = 𝑒𝑥(cos 2𝑥 + 1)
sin 2𝑥 = cos 2𝑥
tan 2𝑥 = 1

𝑥 = 𝜋
8 或

5𝜋
8 1A

體積 = 𝜋∫
5𝜋
8

𝜋
8

[𝑒2𝑥(sin 2𝑥 + 1)2 − 𝑒2𝑥(cos 2𝑥 + 1)2] d𝑥 1M+1A

= 𝜋∫
5𝜋
8

𝜋
8

𝑒2𝑥(sin2 2𝑥 − cos2 2𝑥) d𝑥 + 2𝜋∫
5𝜋
8

𝜋
8

𝑒2𝑥(sin 2𝑥 − cos 2𝑥) d𝑥

= −𝜋∫
5𝜋
8

𝜋
8

𝑒2𝑥 cos 4𝑥 d𝑥 + 2𝜋∫
5𝜋
8

𝜋
8

𝑒2𝑥(sin 2𝑥 − cos 2𝑥) d𝑥

= 𝜋
2 ∫

5𝜋
4

𝜋
4

𝑒𝑢 cos 2𝑢 d𝑢 + 𝜋∫
5𝜋
4

𝜋
4

𝑒𝑢(sin 𝑢 − cos 𝑢) d𝑢 其中 𝑢 = 2𝑥 1M

= 𝜋
2 [𝑒𝑢 cos 2𝑢

5 + 2𝑒𝑢 sin 2𝑢
5 ]

5𝜋
4

𝜋
4

− 𝜋[𝑒𝑢 cos 𝑢]
5𝜋
4

𝜋
4

1M

= 𝜋
5 (𝑒 𝜋

4 − 𝑒 5𝜋
4 ) + 𝜋

√2
(𝑒 5𝜋

4 + 𝑒 𝜋
4 ) 1A
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4. (a) (i) 代 𝑦 = 0至 3𝑥2 − 2𝑦 − 4 = 0，可得 𝑥 = ±√4
3。 1A

點 ⎛⎜
⎝

±√4
3, 0⎞⎟

⎠
在曲線 3𝑥2 + 2𝑦 + 𝑘 = 0上，

3 × 4
3 + 2(0) + 𝑘 = 0

𝑘 = −4 1A

(ii) 𝐵𝐶的方程可寫成 𝑦 = −3
2𝑥2 + 2。

頂點的坐標為 (0, 2)。 1A

(b) (i) 當 0 ≤ ℎ ≤ 2，
體積 = 𝜋∫

ℎ

0
[2𝑦 + 4

3 − 4 − 2𝑦
3 ] d𝑥 1M+1A

= 𝜋∫
ℎ

0

4𝑦
3 d𝑦

= 𝜋[2𝑦2

3 ]
ℎ

0
1M

= 2𝜋ℎ2

3 立方單位 1A
(ii) 當 2 < ℎ ≤ 6，
體積 = 2𝜋(2)2

3 + 𝜋∫
ℎ

2

2𝑦 + 4
3 d𝑦 1M

= 8𝜋
3 + 𝜋[4𝑦

3 + 𝑦2

3 ]
ℎ

2

= 𝜋 (ℎ2

3 + 4ℎ
3 − 4

3) 立方單位 1A

(c) 設 𝑉 立方單位為杯中的水在時間 𝑡秒時的體積。
當 𝑉 = 28𝜋

3 ，可得 𝑉 > 8𝜋
3 及故此 ℎ > 2。 1M

28𝜋
3 = 𝜋 (ℎ2

3 + 4ℎ
3 − 4

3)

ℎ2 + 4ℎ − 32 = 0 1M

ℎ = 4 或 − 8（捨去）

對 2 < ℎ ≤ 6，d𝑉
d𝑡 = 𝜋 (2ℎ

3 + 4
3) dℎ

d𝑡。 1M

當
d𝑉
d𝑡 = 8𝜋

3 及 ℎ = 4，
8𝜋
3 = 𝜋 (2 × 4

3 + 4
3) dℎ

d𝑡
dℎ
d𝑡 = 2

3

所求變率為每秒
2
3 單位。 1A
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