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1. (a) ∫ sin(ln 𝑥) d𝑥 = 𝑥 sin(ln 𝑥) − ∫ 𝑥 cos(ln 𝑥) (1
𝑥 ) d𝑥 1M

= 𝑥 sin(ln 𝑥) − 𝑥 cos(ln 𝑥) + ∫ 𝑥[− sin(ln 𝑥)] (1
𝑥 ) d𝑥 1M

2∫ sin(ln 𝑥) d𝑥 = 𝑥 sin(ln 𝑥) − 𝑥 cos(ln 𝑥) +常數

∫ sin(ln 𝑥) d𝑥 = 𝑥 sin(ln 𝑥)
2 − 𝑥 cos(ln 𝑥)

2 +常數 1A

(b) 設 𝑢 = 𝑥 + 1。則 d𝑢 = d𝑥。

∫
𝑒𝜋−1

0
sin[ln(𝑥 + 1)] d𝑥 = ∫

𝑒𝜋

1
sin(ln 𝑥) d𝑥

=[𝑥 sin(ln 𝑥)
2 − 𝑥 cos(ln 𝑥)

2 ]
𝑒𝜋

1
1M

= 𝑒𝜋 + 1
2 1A

2. (a) 𝑥
𝑥2 + 4 − 1

𝑥 + 4 = 𝑥(𝑥 + 4) − (𝑥2 + 4)
(𝑥2 + 4)(𝑥 + 4) 1M

= 4𝑥 − 4
(𝑥2 + 4)(𝑥 + 4)

= 4(𝑥 − 1)
(𝑥2 + 4)(𝑥 + 4) 1

(b) 設 𝑡 = 2 tan 𝜃。則 d𝑡 = 2 sec2 𝜃 d𝜃。

∫
𝜋
4

0

2 tan 𝜃 − 1
tan 𝜃 + 2 d𝜃 = ∫

𝜋
4

0

2 tan 𝜃 − 1
2 sec2 𝜃(tan 𝜃 + 2) ⋅ 2 sec2 𝜃 d𝜃

= ∫
2

0

𝑡 − 1
2 (1 + 𝑡2

4 ) ( 𝑡
2 + 2)

d𝑡 1A

= ∫
2

0

4(𝑡 − 1)
(𝑡2 + 4)(𝑡 + 4) d𝑡

= ∫
2

0
( 𝑡

𝑡2 + 4 − 1
𝑡 + 4) d𝑡 1M

設 𝑢 = 𝑡2 + 4。則 d𝑢 = 2𝑡 d𝑡。 1M

∫
𝜋
4

0

2 tan 𝜃 − 1
tan 𝜃 + 2 d𝜃 = 1

2 ∫
8

4

d𝑢
𝑢 − ∫

2

0

d𝑡
𝑡 + 4

= 1
2[ ln |𝑢|]

8

4
−[ ln |𝑡 + 4|]

2

0
1A

= 1
2(ln 8 − ln 4) − (ln 6 − ln 2)

= 5
2 ln 2 − ln 6 1A
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3. (a) 設 𝑥 = 2 sin 𝜃。則 d𝑥 = 2 cos 𝜃 d𝜃。 1M

∫
2

0
√4 − 𝑥2 d𝑥 = ∫

𝜋
2

0
√4 − 4 sin2 𝜃(2 cos 𝜃) d𝜃

= 4∫
𝜋
2

0
cos2 𝜃 d𝜃

= 2∫
𝜋
2

0
(1 + cos 2𝜃) d𝜃 1M

= 2[𝜃 + sin 2𝜃
2 ]

𝜋
2

0
1M

= 𝜋 1A

(b) ∫
1

0
𝑥𝑒𝑥 d𝑥 =[𝑥𝑒𝑥]

1

0
− ∫

1

0
𝑒𝑥 d𝑥 1M+1A

= 𝑒−[𝑒𝑥]
1

0
= 1 1A

4. (a) 設 𝑥 = 3 tan 𝜃。則 d𝑥 = 3 sec2 𝜃 d𝜃。 1M

∫
√3

0

1
𝑥2 + 9 d𝑥 = ∫

𝜋
6

0

3 sec2 𝜃
9 tan2 𝜃 + 9

d𝜃 1A

= 1
3 ∫

𝜋
6

0
d𝜃

= 1
3[𝜃]

𝜋
6

0

= 𝜋
18 1A

(b) ∫
√3

0
ln(𝑥2 + 9) d𝑥 =[𝑥 ln(𝑥2 + 9)]

√3

0
− ∫

√3

0

2𝑥2

𝑥2 + 9 d𝑥 1M

= √3 ln 12 − 2∫
√3

0
(1 − 9

𝑥2 + 9) d𝑥 1M

= √3 ln 12 − 2∫
√3

0
d𝑥 + 18∫

√3

0

1
𝑥2 + 9 d𝑥

= √3 ln 12 − 2[𝑥]
√3

0
+ 18 ( 𝜋

18) 1M

= √3 ln 12 − 2√3 + 𝜋 1A
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5. (a) ∫ 𝑥 cos 𝑘𝑥 d𝑥 = 𝑥 sin 𝑘𝑥
𝑘 − 1

𝑘 ∫ sin 𝑘𝑥 d𝑥 1M

= 𝑥 sin 𝑘𝑥
𝑥 + cos 𝑘𝑥

𝑘2 +常數 1A

(b) ∫
𝜋
2

0
𝑥 cos 𝑥 cos 2𝑥 d𝑥 = 1

2 ∫
𝜋
2

0
𝑥(cos 3𝑥 + cos 𝑥) d𝑥 1M

= 1
2 ∫

𝜋
2

0
𝑥 cos 3𝑥 d𝑥 + 1

2 ∫
𝜋
2

0
𝑥 cos 𝑥 d𝑥

= 1
2[𝑥 sin 3𝑥

3 + cos 3𝑥
9 ]

𝜋
2

0
+ 1

2[𝑥 sin 𝑥 + cos 𝑥]
𝜋
2

0
1M

= 𝜋
6 − 5

9 1A

6. (a) 設 𝑢 = sin 𝑥。則 d𝑢 = cos 𝑥 d𝑥。 1M

∫
𝜋
2

0
𝑒sin 𝑥 cos3 𝑥 d𝑥 = ∫

1

0
𝑒𝑢(1 − 𝑢2) d𝑢

=[𝑒𝑢(1 − 𝑢2)]
1

0
+ 2∫

1

0
𝑢𝑒𝑢 d𝑢 1M

= −1 + 2[𝑢𝑒𝑢]
1

0
− 2∫

1

0
𝑒𝑢 d𝑢

= 1 + 2𝑒 − 2[𝑒𝑢]
1

0
= 1 1A

(b) cos 3𝑥 = cos(2𝑥 + 𝑥)
= cos 2𝑥 cos 𝑥 − sin 2𝑥 sin 𝑥 1M

= (2 cos2 𝑥 − 1) cos 𝑥 − (2 sin 𝑥 cos 𝑥) sin 𝑥 1M

= 4 cos3 𝑥 − 3 cos 𝑥 1A

∫
𝜋
2

0
𝑒sin 3𝑥 d𝑥 = ∫

𝜋
2

0
𝑒sin 𝑥(4 cos3 𝑥 − 3 cos 𝑥) d𝑥 1M

= 4∫
𝜋
2

0
𝑒sin 𝑥 cos3 𝑥 d𝑥 − 3∫

𝜋
2

0
𝑒sin 𝑥 cos 𝑥 d𝑥

= 4(1) − 3[𝑒sin 𝑥]
𝜋
2

0
1A

= 7 − 3𝑒 1A
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7. (a) (i) tan 𝛼 = cos 2𝜋
13 − 1

sin 2𝜋
13

= 1 − 2 sin2 𝜋
13 − 1

2 sin 𝜋
13 cos 𝜋

13
1M

= − tan 𝜋
13

= tan (− 𝜋
13)

𝛼 = − 𝜋
13 1

(ii) tan 𝛽 = cos 2𝜋
13 + 1

sin 2𝜋
13

= 2 cos2 𝜋
13 − 1 + 1

2 sin 𝜋
13 cos 𝜋

13
1M

= cot 𝜋
13

= tan (𝜋
2 − 𝜋

13)

= tan 11𝜋
26

𝛽 = 11𝜋
26 1A

(b) (i) 𝑥2 + 2𝑥 cos 2𝜋
13 + 1 = (𝑥 + cos 2𝜋

13 )
2

+ sin2 2𝜋
13 1A

(ii) 設 𝑥 + cos 2𝜋
13 = sin 2𝜋

13 tan 𝜃。則 d𝑥 = sin 2𝜋
13 sec2 𝜃 d𝜃。 1M+1A

當 𝑥 = −1，

tan 𝜃 = −1 + cos 2𝜋
13

sin 2𝜋
13

𝜃 = − 𝜋
13 1M

當 𝑥 = 1，

tan 𝜃 = 1 + cos 2𝜋
13

sin 2𝜋
13

𝜃 = 11𝜋
26

∫
1

−1

sin 2𝜋
13

𝑥2 + 2𝑥 cos 2𝜋
13 + 1

d𝑥 = ∫
2

−1

sin 2𝜋
13

(𝑥 + cos 2𝜋
13 )

2
+ sin2 2𝜋

13

d𝑥 1A

= ∫
11𝜋
26

− 𝜋
13

sin2 2𝜋
13 sec2 𝜃

sin2 2𝜋
13 tan2 𝜃 + sin2 2𝜋

13
d𝜃

= ∫
11𝜋
26

− 𝜋
13

d𝜃

=[𝜃]
11𝜋
26

− 𝜋
13

= 𝜋
2 1A
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(c) 設 𝑢 = −𝑥。則 d𝑢 = − d𝑥。 1M

∫
1

−1

sin 11𝜋
13

𝑥2 + 2𝑥 cos 11𝜋
13 + 1

d𝑥 = ∫
1

−1

sin 2𝜋
13

𝑥2 − 2𝑥 cos 2𝜋
13 + 1

d𝑥 1A

= −∫
−1

1

sin 2𝜋
13

𝑢2 + 2𝑢 cos 2𝜋
13 + 1

d𝑢

= ∫
1

−1

sin 2𝜋
13

𝑢2 + 2𝑢 cos 2𝜋
13 + 1

d𝑢

= 𝜋
2 1A

8. (a) ∫ 𝑥(𝑥 + 2)𝑒𝑥 d𝑥 = (𝑥2 + 2𝑥)𝑒𝑥 − ∫(2𝑥 + 2)𝑒𝑥 d𝑥 1M

= (𝑥2 + 2𝑥)𝑒𝑥 − 2(𝑥 + 1)𝑒𝑥 + 2∫ 𝑒𝑥 d𝑥 1M

= (𝑥2 − 2)𝑒𝑥 + 2𝑒𝑥 +常數
= 𝑥2𝑒𝑥 +常數 1A

(b) ∫
𝑒

1
𝑥(𝑥 + 2)𝑒𝑥 ln 𝑥 d𝑥 =[𝑥2𝑒𝑥 ln 𝑥]

𝑒

1
− ∫

𝑒

1
𝑥2𝑒𝑥 ⋅ 1

𝑥 d𝑥 1M+1A

= 𝑒𝑒+2 − ∫
𝑒

1
𝑥𝑒𝑥 d𝑥

= 𝑒𝑒+2−[𝑥𝑒𝑥]
𝑒

1
+ ∫

3

1
𝑒𝑥 d𝑥 1M

= 𝑒𝑒+2 − (𝑒𝑒+1 − 𝑒)+[𝑒𝑥]
𝑒

1
= 𝑒𝑒+2 − 𝑒𝑒+1 + 𝑒𝑒 1A

9. (a) 𝐴
𝑥 + 1 + 𝐵

𝑥 + 3 = 𝐴(𝑥 + 3) + 𝐵(𝑥 + 1)
(𝑥 + 1)(𝑥 + 3)

= (𝐴 + 𝐵)𝑥 + (3𝐴 + 𝐵)
(𝑥 + 1)(𝑥 + 3)

可得 𝐴 + 𝐵 = 1及 3𝐴 + 𝐵 = 0。 1M

求解後，可得 𝐴 = −1
2 及 𝐵 = 3

2。 1A

(b) ∫ 𝑥
(𝑥 + 1)(𝑥 + 3) d𝑥 = ∫(− 1

2(𝑥 + 1) + 3
2(𝑥 + 3)) d𝑥 1M

= −1
2 ln |𝑥 + 1| + 3

2 ln |𝑥 + 3| +常數 1A

(c) 設 𝑢 = √𝑥。則 d𝑢 = 1
2√𝑥 d𝑥。 1M

∫
9

1

1
(√𝑥 + 1)(√𝑥 + 3) d𝑥 = 2∫

9

1

√𝑥
2√𝑥(√𝑥 + 1)(√𝑥 + 3) d𝑥

= 2∫
3

1

𝑢
(𝑢 + 1)(𝑢 + 3) d𝑢

= 2[ − 1
2 ln |𝑢 + 1| + 3

2 ln |𝑢 + 3|]
3

1
1M

= 3 ln 3 − 4 ln 2 1A
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10. (a) ∫
2𝜋

5𝜋
4

𝑥 sin 𝑥 d𝑥 =[ − 𝑥 cos 𝑥]
2𝜋

5𝜋
4

+ ∫
2𝜋

5𝜋
4

cos 𝑥 d𝑥 1M

= −2𝜋 − 5√2𝜋
8 +[ sin 𝑥]

2𝜋

5𝜋
4

1A

= −(5√2 + 16)𝜋
8 +

√2
2 1A

(b) ∫
2𝜋

5𝜋
4

𝑥2 sin 𝑥 d𝑥 =[ − 𝑥2 cos 𝑥]
2𝜋

5𝜋
4

+ 2∫
2𝜋

5𝜋
4

𝑥 cos 𝑥 d𝑥 1M

= −4𝜋2 − 25√2𝜋2

32 + 2[𝑥 sin 𝑥]
2𝜋

5𝜋
4

− 2∫
2𝜋

5𝜋
4

sin 𝑥 d𝑥 1M

= −(25√2 + 128)𝜋2

32 + 5√2𝜋
4 + 2[ cos 𝑥]

2𝜋

5𝜋
4

= −(25√2 + 128)𝜋2

32 + 5√2𝜋
4 + 2 + √2 1A

(c) 設 𝑢 = 𝑒𝑥 + 𝜋。則 d𝑢 = 𝑒𝑥 d𝑥。 1M

∫
ln 𝜋

ln 𝜋
4

𝑒2𝑥(𝑒𝑥 + 𝜋) sin(𝑒𝑥 + 𝜋) d𝑥

= ∫
2𝜋

5𝜋
4

(𝑢 − 𝜋)𝑢 sin 𝑢 d𝑢 1A

= ∫
2𝜋

5𝜋
4

𝑢2 sin 𝑢 d𝑥 − 𝜋∫
2𝜋

5𝜋
4

𝑢 sin 𝑢 d𝑢

= −(25√2 + 128)𝜋2

32 + 5√2𝜋
4 + 2 + √2 − 𝜋 ⎡⎢

⎣
−(5√2 + 16)𝜋

8 +
√2
2

⎤⎥
⎦

1M

= −(5√2 + 64)𝜋2

32 + 3√2𝜋
4 + 2 + √2 1A
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11. (a) 2𝑥2 − 𝑥 + 2 = 2 (𝑥 − 1
4)

2
+ 15

8 1A

設 𝑥 − 1
4 =

√15
4 tan 𝜃。則 d𝑥 =

√15
4 sec2 𝜃 d𝜃。 1M

∫ 1
2𝑥2 − 𝑥 + 2 d𝑥 = ∫ 1

2 (𝑥 − 1
4)

2
+ 15

8

d𝑥

= ∫
√15

4 sec2 𝜃
15
8 tan2 𝜃 + 15

8
d𝜃 1A

= 2√15
15 ∫ d𝜃

= 2√15
15 𝜃 +常數

= 2√15
15 tan−1 4𝑥 − 1

√15
+常數 1A

(b) 設 𝑢 = 1
𝑥。則 d𝑢 = − 1

𝑥2 d𝑥。

∫
2

1
2

1
(𝑥5 + 1)(2𝑥2 − 𝑥 + 2) d𝑥 = ∫

2

1
2

𝑥2

(𝑥5 + 1)(2𝑥2 − 𝑥 + 2) d𝑥

= −∫
1
2

2

1
𝑢2

𝑑𝑒𝑛 ( 1
𝑢5 + 1) ( 2

𝑢2 − 1
𝑢 + 2) d𝑢 1A

= ∫
2

1
2

𝑢5

(𝑢5 + 1)(2𝑢2 − 𝑢 + 2) d𝑢

= ∫
2

1
2

𝑥5

(𝑥5 + 1)(2𝑥2 − 𝑥 + 2) d𝑥

∫
2

1
2

1
(𝑥5 + 1)(2𝑥2 − 𝑥 + 2) d𝑥

= 1
2

⎡⎢
⎣
∫

2

1
2

1
(𝑥5 + 1)(𝑥2 − 𝑥 + 2) d𝑥 + ∫

2

1
2

𝑥5

(𝑥5 + 1)(𝑥2 − 𝑥 + 2) d𝑥⎤⎥
⎦

= 1
2 ∫

2

1
2

1 + 𝑥5

(𝑥5 + 1)(𝑥2 − 𝑥 + 2) d𝑥

= 1
2 ∫

2

1
2

1
2𝑥2 − 𝑥 + 2 d𝑥 1A

=
√15
15 [ tan−1 4𝑥 − 1

√15
]

2

1
2

1M

=
√15
15

⎛⎜
⎝

tan−1 7√15
15 − tan−1 √15

15
⎞⎟
⎠

1A
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12. (a) ∫ 𝑒3𝑥(𝑥2 + 1) d𝑥 = 𝑒3𝑥(𝑥2 + 1)
3 − 2

3 ∫ 𝑥𝑒3𝑥 d𝑥 1M

= 𝑒3𝑥(𝑥2 + 1)
3 − 2𝑥𝑒3𝑥

9 + 2
9 ∫ 𝑒3𝑥 d𝑥 1M

= 𝑥2𝑒3𝑥

3 − 2𝑥𝑒3𝑥

9 + 𝑒3𝑥

3 + 2
27𝑒3𝑥 +常數

= 𝑥2𝑒3𝑥

3 − 2𝑥𝑒3𝑥

9 + 11𝑒3𝑥

27 +常數 1A

(b) 設 𝑢 = tan 𝜃。則 d𝑢 = sec2 𝜃 d𝜃。 1M

∫
𝜋
4

0
𝑒3 tan 𝜃 sec4 𝜃 d𝜃 = ∫

𝜋
4

0
𝑒3 tan 𝜃 sec2 𝜃(tan2 𝜃 + 1) d𝜃 1A

= ∫
1

0
𝑒3𝑢(𝑢2 + 1) d𝑢

=[𝑢2𝑒3𝑢

3 − 2𝑢𝑒3𝑢

9 + 11𝑒3𝑢

27 ]
1

0
1M

= 14𝑒3 − 11
27 1A

13. (a) 設 𝑢 = 1 − 𝑒−𝑥。則 d𝑢 = 𝑒−𝑥 d𝑥。 1M

∫
ln 3

ln 2

𝑒−𝑥

1 − 𝑒−𝑥 d𝑥 = ∫
2
3

1
2

d𝑢
𝑢 1A

=[ ln |𝑢|]
1
3

1
2

= ln 4
3 1A

(b) 𝐴
𝑢 + 𝐵

𝑢 − 1 = 𝐴(𝑢 − 1) + 𝐵𝑢
𝑢(𝑢 − 1)

= (𝐴 + 𝐵)𝑢 − 𝐴
𝑢(𝑢 − 1)

可得 𝐴 + 𝐵 = 0及 −𝐴 = 1。 1M
求解後，可得 𝐴 = −1及 𝐵 = 1。 1A

(c) ∫
ln 3

ln 2

1
𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 1) d𝑥 = ∫

ln 3

ln 2
(− 1

𝑒𝑥 + 1
𝑒𝑥 − 1) d𝑥 1M

= −∫
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